Tentamen i stokastiska processer den 15/12 fm i V

HJALPMEDEL: Resultatsammanfattning, beta, och projektstenciler.

LARARE: Patrik Albin 7723512.

Ovningstentamen ger bonus vid denna tentamen enligt KursPM.

Tentamensresultatet anslas i MV-husets kallare, samt meddelas via email till dem
som tydligt skriver sin email-adress pa tentamensomslaget. Losningar till tentamen
ldggs ut pa kurshemsidan sa snart som majligt efter tentamens slut.

Inlimnade svar skall motiveras nagorlunda men ej éverdrivet fullstindigt.

Lat X, Y och Z vara stokastiska variabler med variansmatris
Var{X} Cov{X,Y} Cov{X, Z} 1

Cov{Y,X} Var{lV} Cov{V,Z} |=1]1

Cov{Z,X} Cov{Z,Y} Var{Z} 0

— N
w = o

[a] Finns det nagot tal p sadant att de stokastiska variablerna X och X +pZ ar
okorrelerade? (1.5 poéng)

[ b] Vilket ér det storsta resp. minsta virdet variansen Var{X+pY} kan ta for olika
tal p? (2.5 poang)

Hur kan man visa att den givna variansmatrisen verkligen ar en variansmatris,
dvs. att X, Y och Z kan ha de givna varianserna och kovarianserna?

Beviset behover inte utforas, utan det racker ange en tydlig plan for hur beviset
skall ga till! (1 poing)

Uppgift 2| Lat {X(¢) }ier och {Y(¢) hier vara stationdra Gaussiska processer med

vanteviarden my = my = 0, spektraltitheter Px(f) resp. Py(f), och korsspek-
traltithet Pxy(f). Forklara hur man med utgangspunkt fran denna information kan
berékna sannolikheten P{X(1)+X(2)+Y(3) > 3}.

Sannolikheten behover ej berdknas, utan det racker ange en tydlig plan for hur
berakningen skall ga till! (5 poéng)

Uppgift 3| Lat {X(¢)}iez vara en svagt stationér process med véntevirde 0 och
kiand kovariansfunktion rx(7). Man har observerat virdena z_o,z_1, 2o, 21,22 fOr
X(-2),X(-1),X(0),X(1),X(2). Dock misstdnker man att observationen z, &r fe-
laktig. Dérfor gor man en skattning X (0) av X (0) med hjilp av observationerna
T_9,T_1,%1,T9, och beslutar att observationen x, ar felaktig om kvoten
(X(0) —)?

E{X(0)*}

> 2.

[[a] Forklara hur man pa (i nagon vettig mening) “bésta sitt” kan utfora skattningen
av X (0) och sedan beslutet med hjilp av den givna informationen. (4 poing)

El Vad kan man gora for att besluta om observationen xy ar korrekt da kovarians-
funktion rx(7) ej ar kdnd? (1 poing)

Uppgift 4| Lat {X(¢)}wer vara en stationdr Gaussisk process med vintevirde

mx =1 och kovariansfunktion rx(7) = eI

1



[a] Hur kan man berikna sannolikheten P{> " 27%X (k) > 1}? (2.5 poang)

[b] Lat {Y(k)}rez vara utsignalen fran filtret med insignal {X(t)};,cz och impuls-
svar hi(k)=2"% for k>0 samt hy(k) =0 for vrigt. Ange det impulssvar hy(k)
som ar sadant att om {Y (k)}rez ar insignal till filtret sa blir utsignalen {X (¢)}iez,
dvs. X (t) aterskapas i diskreta tidpunkter ¢€Z. (2.5 poing)

Uppgift 5| [a] Ge ett exempel pa en stationdr Lévy-process. (1 poang)

El Ge ett exempel pa en Lévy-process som ej ar sjalvsimilar. (1 poéng)
Ge ett exempel pa en sjalvsimildr process som €j ar en Lévy-process. (1 podng)
E Finns processer som varken ar stationara, sjalvsimilara eller Lévy-processer?  poing)

[e] Ge ett exempel pa en svagt stationar process som ej ar stationar. (1 poang)

‘Uppgift 6 (projekt 1) ‘ En Poisson-process {X(¢)}:>o med intensitet 1 kan

beskrivas som ett “halvt hagelbrus”

X(t)zkijlg(t— ijlgj) for ¢>0,
dar &, &, ... dr oberoende exp(1l)-fordelade stokastiska variabler och ¢(t) =1 for
t>0 samt g(t)=0 for t<O0.
[ a | Forklara pastaendet att Poisson-processen ar ett halvt hagelbrus. (1 podng)
El Hur kan man med hjalp av datorsimuleringar uppskatta sannolikheten

P{X(t)—t >4 for nagot t€[0,10]}. (3 poéng)

Hur kan man simulera en Poisson-férdelad stokastisk variabelidator? (1 po&ng)

‘ Uppgift 6 (projekt 2) ‘ [[a | Hur kan man med hjalp av provtransmissioner upp-
skatta bitfelssannolikheten for ett digitalt kommunikationssystem. (2.5 poing)

El Vad kan tankas orsaka att den enligt deluppgift a skattade bitfelssannolikheten
inte 6verensstimmer med den teoretsikt berdknade enligt projekt 2. (1.5 poing)

Berékna variansen Var{X(1)} for en svagt staionér process {X(¢)};cx med
spektraltathet Px(f)=1 for feR. (1 poéng)

‘ Uppgift 6 (projekt 3) ‘ [a ] Forklara hur man mha. Maximum Likelihood meto-
den kan skatta vardet av parametern A>0 for ett datamaterial z1,...,x, av obser-
vationer Xi,...,X,av en exp(\)-fordelning. (1.5 poing)

[ b ] Vilken férdelning har den stokastiska variablen e=** da X &r en exp()\)-fordelad
stokastisk variabel? (1.5 poing)

Betrakta en prismodell S(t) = S(0)eX®O-X©O%ut qir {X(¢)}i50 &r en pro-
cess som har stationara okningar som dock ej ar oberoende. Diskutera vilka nya

svarigheter som uppstar med en sadan modell jamfort situationen projekt 3 dar X ()
ar en Lévy-process. Siag nagot om de praktiskt ekonomiska konsekvenser en sadan

modell kan ha jamfort en baserad pa Lévy-processerer. (2 poang)

Lycka till!




Losningar till tentamen i stokastiska processer den 15/12

[a] Cov{X,X+pZ} = Var{X}+ pCov{X,Z} =1+p-0=1#0.

[b] Var{X +pY} = Var{X} + p*Var{V} + 2pCov{X,Y} = 1 +2p* +2p =

2[(p+3)? + ;] som antar alla vérden i intervallet [3,0c0).

Kontrollera att egenvardena &r icke-negativa.

P{X(1)+X(2)+Y(3) >3} =1—-®(3—p)/o) dir p=E{X(1)+

X(2)+Y(3)} = mx+mx+my =0 och ¢ = Var{X(1)+X(2)+Y(3)} = Var
{X(1)} + Var{X(2)} + Var{Y(3)} + 2Cov{X(1),X(2)} + 2Cov{X(1),Y(3)} +
2Cov{X(2),Y(3)} = rx(0) + rx(0) + ry(0) + 27x(1) + 27rxy(2) + 27rxy(1) =
J2 Px (F)(2+2€27T) + Py (f) + Px,y (f) (2727 2+ 27| df .

[a] Skatta X (0) med den linjirkombination a (X (—2)+ X(2)) +
b(X(—1)+X(1)) som minimerar E{[a (X (—2)+X(2))+b (X (—1)+X(1))—X(0)]*}

a®(2rx (0)+2rx(4)) + b*(2rx(0)+2rx(2)) + 7x(0) + 2ab(2rx (1)+2rx(3)) + 4arx(2) —|_-
4brx (1), vilket efter derivering med avseende pa a och b ger ekvationerna
4a(rx(0)+rx(4)) + 4b(rx(1)+7rx(3)) + 4rx(2) =0
4b(rx (0)+rx(2)) + 4a(rx (1) +rx(3)) + 4rx(1) =0’

varur man loser ut a och b. Eftersom E{X(0)?} = rx(0) blir sedan testen

[a (x_2+x2) +b(x_1+21) — z0o)?
Tx(O)

> 2.

El Man skattar kovariansfunktionen med hjalp av data, och anvander sedan den
skattade kovariansfunktionen 7x(7) istf. den rx(7) i testen ovan.

[a] Om Y(t) = 22__ KX (t — k) sd ar my =Y ,___ 2Pmx =

2mx =2 och Var{Y(t)} = [17, Py(f)df = [0, Px(f)] Tho_o 25 2" *2df =
./‘152 Sohe o€ Mlemrik S 2e _mfk|2df = Set2 med hjélp av foljande Math-

ematica berakning

In[1]:= Integrate[Simplify[ComplexExpand [Sum[Exp[k]*Exp [-I*2*Pi*fx*k],
{k,-Infinity,0}]1+Sum[Exp[-k]*Exp[-I*2*Pi*fx*k],{k,1,
Infinity}],TargetFunctions->{Re,Im}]]*Simplify[
ComplexExpand [Abs [Sum[2"k*Exp [I*2*Pi*f*k] ,{k,-Infinity,0}]
172,TargetFunctions->{Re,Im}]],{f,-1/2,1/2}]

Out[1]= $¢44

6e—3

Det foljer att P{3° 27X (k) > 1} = P{Y(0)>1} =1— & ((1—2)/ u)
[b] Med hy(0)=1, hy(1)=—1 och hy(k)=0 for 6vrigt blir (hexY)(k) = Y (k) —

2

gV (k=1) =372, 27X (k—0) — 5 3202, 27X (k—=1-£) = X (k) + 3222, 27X (k—0) —
3202 X (k=) = X (k).

=) x()-



E Poisson-processen, ty det visas i ett 6vningstal att den ej ar sjalvsimilar.
X (t)=t?: det visas i ett 6vningstal att X (¢) ar sjalvsimildr, och X (t+h)—X (¢)
= 2th+h? beror av t sd att X (t) ej har stationira 6kningar och ej ar en Lévy-process.

[d] Ja, teex. X(t) =1+ ses litt uppfylla alla dessa krav.

[e] Diskret vitt brus dér varannan brusterm &r N(0, 1)-fordelad och varannan lik-
formigt fordelad Gver intervallet (—v/6,v/6).

Uppgift 6 (projekt 1) | [a]| Poisson-processen ér ett halvt hagelbrus, och hor
sen!

E Enligt en smérre modifiering av losningen till programmeringsuppgift 1 c.

En Po(\)-férdelad stokastisk variabel erhalles genom att simulera virdet X (\)
for en Poisson-process {X(t)};>0 med intensitet 1.

‘ Uppgift 6 (projekt 2) ‘ [a] Enligt uppgift 4 i projektet.

[ b ] Bruset #r kanske inte normalfordelat, eller sa #r det inte helt “vitt”.
Var{X(1)} = rx(0) = [, Px(f) df = oo.
‘ Uppgift 6 (projekt 3) ‘ (2] SIn(IT, fx (@) = &30 In(Ae™@) =30 (3

@ l;{g_(’\;(//\)g z} =P{-2X <In(z)} =P{X > —In(z)/A\} =1 - Fx(In(z)/\) =

=z, si e ir likformigt fordelad over [0, 1].

Maximum likelihood metoden fungerar inte som tidigare eftersom log-inkremen-
ten ej ar oberoende. En modell dar 6kningarna ej ar oberoende ger mojlighet att
“titta in i framtiden”, dvs. det kan finnas “free lunches”.



