Tentamen i stokastiska processer den 14/12-2005 fm i V

HJALPMEDEL: Resultatsammanfattning, beta, och projektstenciler.
LARARE: Patrik Albin 7723512.

Ovningstentamen ger bonus vid denna tentamen enligt KursPM. Tentamensresul-
tatet anslas i E-huset och meddelas via email. Inlimnade svar skall motiveras.

Uppgift 1. | I denna uppgift &r {X(¢)}:>0 en stokastisk process med véntevérde
E{X(t)} =0 for ¢t > 0. De n-dimensionella foérdelningarna for processen X (t), for
nagot val av n€N, ar fordelningsfunktionerna av typ

FX(tl),...,X(tn)(x):P{X(tl)sxla---aX(tn)an} for $1,...,.’L'n€R, tl,...,tnzo.

[a] Ar kinnedom om de 1-dimensionella fordelningarna, F: x(z) = P{X(t) <z},
tillrécklig for att bestimma P{max;> X () <z} for z€R? (1 poing)
@ Ar kiinnedom om de 1-dimensionella fordelningarna tillracklig for att avgora om
X (t) ar en Poisson process? (1 poéng)
Kan, atminstone ibland, kinnedom om de 1-dimensionella férdelningarna vara
tillracklig for att visa att X (¢) ej ar sjalvsimilar? (1 poing)
[d] Ar kéinnedom om de 2-dimensionella férdelningarna, F' X(s),x0) (@, y) = P{X(s) <
z, X (t) <y}, tillricklig fér avgéra om X (¢) dr bandbegrénsat vitt brus? (1 poing)
[e] Ar kinnedom om de 3-dimensionella fordelningarna, F X (), X (s),X (1) (T, Y5 2) =
P{X(r) <z, X(s) <y, X(t) <=z}, tillrdcklig for att bestimma om X () &r svagt
stationdr? (1 podng)

Uppgift 2 | Bestim P{X(s)>X(¢)} for en stationdr Gaussisk process {X(t)}ier

med kovariansfunktion rx(7) = Cov{X(t), X (t+7)} ifallen rx(t—s)#rx(0) och
rx(t—s)=rx(0). (5 poang)

Uppgift 3| [a] Bestdm variansen Vx(t) = Var{X(¢)} for en svagt stationir

process {X (t)}er med spektraltithet Px(f) = |f|/(1+f?)%2. (2.5 poing)

[b] Bestim variansen Vy/(t) = Var{X'(t)} fér derivatan X'(t) av en svagt sta-
tionar process {X (t)}icr med spektraltithet Px(f) = |f|/(1+f%)3. (2.5 poing)

Uppgift 4| Lat {e(t)}iwez vara Gaussiskt diskret vitt brus med okénd varians
o?. Bestdm koefficienten D,, > 0 sa att (0?)F = D,le(1)?+...+¢e(n)?] blir en
viintevirdesriktig skattning av o?. Beriikna skattningens varians Var{(c?)X} och

gor ett approximativt konfidensintervall for o2. (5 poing)

Uppgift 5 Ar Hilberttransformen av en deriverbar svagt stationir process deriver-
bar? (5 poang)

Uppgift 6. | Diskutera fem distinkta och rimligt substantiella upplevelser, ifran
arbetet med projektet. (5 poing)
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[a] Nej: om tex. X;(t)=¢ for t>0, dar £ ar en N(0, 1)-fordelad
stokastisk variabel (fullstindigt beroende process), och for processen {X,(t)}i>0 varje
processvarde ar N(0, 1)-férdelat oberoende av varje annat processvarde (fullstdndigt
oberoende process), sa har processerna samma 1-dimensionella N(0, 1)-férdelningar.
Men

P{max;>o X1(t) <z} = ®(z) # P{max;>¢ Xz(t)<z} =0,
ty Xo(t) ar “fullstdndigt otyglat” vitt brus, och dirmed storre &n z nagonstans.

[b] Nej: tag tex. X (t) Po(\t)-fordelad fér ¢>0, med varje processvirde oberoende
av varje annat processvirde. Da har X (¢) 1-dimensionella férdelningar som en Pois-
son process, utan att vara en sadan, ty Poisson processer har inte oberoende varden.
Alternativt ar svaret ja, eftersom Poisson processer ej har vantevirde 0.

Ja, ty om X(t) ar sjalvsimildr géller att
Fxpp(r) =P{X(\t) <z} = P{N"X(t) <z} = P{X(t) <A "2} = Fx@) (A "z),
sa om detta skulle visa sig ej vara uppfyllt ar X (¢) ej sjilvsimilér.

[d] Ja, ty X(t) &r bandbegrinsat vitt brus om 7x(t) = o2sin(27fst)/(nt), och
man kan bestamma kovariansfunktionen mha. de 2-dimensionella fordelningarna.

[e] Ja, ty X(t) dr svagt stationdir om rx(¢,t+7) €j beror av ¢, och man kan
bestdmma kovariansfunktionen mha. de 2-dimensionella fordelningarna. Dessa kan i
sin tur bestimmas mha. de 3-dimensionella fordelningarna

FX(s),X(t) (y, Z) = P{X(S) Sy, X(t) SZ} = FX(T),X(S),X(t) (OO, Y, Z)

Detta &r 6vning 4.6 i Albins bok: P{X (s) > X (¢)} = P{X(s)—-X(¢) >
0} = PAN(E{X(s)-X (1)}, Var{X (s)}-X(t)}) > 0} = P{N(0, 2(rx (0)-rx(t-5)) > 0}

som blir  d& 7x(0) # rx(t—s) och 1 da rx(0) = rx(t—s).

Uppgift 3| [a] Detta dr 6vning 6.1 i Albins bok: notera att

f
Vi (t /PX )df = / 1+|f2‘3/2f—...:2.

[b] Detta #r 6vning 6.2 i Albins bok: se l5sningen dér.

Uppgift 4 | Detta dr évning 9.2 i Albins bok: se 16sningen dér.

Detta ar 6vning 8.9 i Albins bok: se l6sningen dar.



