Tentamen i stokastiska processer den 25/10-2006 fm i V

HJALPMEDEL: Resultatsammanfattning, beta, och projektstenciler.

LARARE: Patrik Albin 7723512.

Ovningstentamen ger bonus vid denna tentamen enligt KursPM. Tentamensresul-
tatet anslas i MV-huset och meddelas via email till de som skriver sim email-adress
tydligt pa tentamensomslaget, troligen redan i kvall. Inlimnade svar skall motiveras.

‘ Uppgift 1. | Lat {X(¢)}er vara en svagt stationdr process i kontinuerlig tid med
vantevarde E{X (¢)} = 1 for ¢t € R och kovariansfunktion rx(7) = Cov{X(¢), X (t+
7} =1/(14+72) for reR

Bestam med hjilp av ovan givna information de tal a,b € R som minimerar
E{[X (1) — (aX(0) +b)]?}. (Det galler alltsa att rikna ut E{[X (1) — (aX(0) +b)]?}
som funktion av a och b, och sedan finna de varden for a och b som minimerar det

funna funktionen, tex. genom derivering.) (5 poang)

Anmirkning. Om man observerat virdet o for processen X (t) vid tiden t = 0
(dvs. sett vad dess virde blev vid slumpférsiket), sa kan man skatta virdet X (1) for
processen vid tiden t = 1 (om detta ej &nnu observerats, och déarfoér ar oként): den
linjéra funktion L = a X (0)+b = azo+b som bist skattar virdet for X (1), i meningen
att det (kvadratiska medel-) skattningsfelet E{[X (1) — L]?} minimeras, &r den som
ges av de tal a och b som soks i uppgiften.

‘Uppgift 2. ‘ Lat {X(¢)}iez vara en svagt stationdr Gaussisk process i diskret
tid med kant vintevirde E{X (t)} = 2 for t € Z och kovariansfunktion rx(7) =
Cov{X(t),X(t+7)} for 7 € Z, som &r kind pa sa sitt att man vet motsvarande
spektraltithet Px(f) ges av

3
5 — 4cos(27f)

Px(f)= D e rx(r)dr =

T=—00

for fe[-1/2,1/2).

Beriikna med hjélp av ovan givna information sannolikheten P{X(—2) + X (2) >
2}. (5 poidng)
Ledning. Det géller att

i efi27rfk27|k\ — 3 och /1/2 ei27rfk 3 df — 2f|k\
5 —4cos(2n f) _1/2 5 —4cos(2mf) '

k=—o00

Uppgift 3| Lat {W(t)}.>o vara en standard Wiener process, dvs. en Gaussisk pro-

cess med vantevirde E{W (¢)} = 0 och kovariansfunktion ry (s,t) = Cov{W(s),
W(t)} = min{s,t}. Visa att processen X (t) = e */2W (e?), t € R, &r svagt stationr.
Forklara dven varfor X (¢) dr stationér savil som Gaussisk. (5 poing)

Till en svagt stationér signal i kontinuerlig tid {S(¢) };cg med vantevarde
E{S(t)} = 0 for t € R och spektraltdthet Ps(f) adderas oberoende svagt stationért
brus {N(t)}icr med vanteviarde E{N(¢)} = 0 for ¢t € R och spektraltdthet Py (f).
Den observerade signalen X (¢) = S(t) + N(¢) filtreras med ett filter vars frekvens-
funktion H(f) ger en utsignalen Y (#) som minimerar E{[Y () — S(¢)]?}.
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Det filter som l6ser ovan beskrivna problem ar Wiener-filtret, med frekvensfunktion

_ P
Pulf) +Ps(/)

Visa att sa ar fallet, dvs. harled Wiener-filtrets frekvensfunktion! (5 poang)

Uppgift 5| Lat {e(t)}:cz vara Gaussiskt diskret vitt brus med okéind varians o?.

Bestam koefficienten C,, > 0 sa att o, = Cp,(|e(1)|+ ... +]|e(n)|) ar en vintevirdesrik-
tig skattning av 0. Berdkna dven Var{o}} och gor med hjélp hirav ett approximativt
95% konfidensintervall for o2. (5 poéng)

H(f)

for feR

‘ Uppgift 6 (projekt 1) ‘ En Poisson-process {X (t)}+>o med intensitet 1 kan be-
skrivas som ett “halvt hagelbrus”

[e'S) k
X(t) = Zg(t— Zgj) for t >0,
k=1 j=1

déir &,&, ... dr oberoende exp(1l)-fordelade stokastiska variabler samt g(t) = 1 for
t >0 och g(t)=0 for ¢t <0.

[ a | Forklara pastaendet att Poisson-processen ar ett halvt hagelbrus. (1 poing)

[ b ] Hur kan man med hjilp av datorsimuleringar uppskatta sannolikheten P{X (t)—
t > 4 for nagot t € [0,10]}. (3 poang)

Hur kan man simulera en Poisson-fordelad stokastisk variabel i dator? (1 po&ng)

‘ Uppgift 6 (projekt 2) ‘ [[a | Hur kan man med hjilp av provtransmissioner upp-
skatta bitfelssannolikheten for ett digitalt kommunikationssystem. (2.5 poing)

[b] Vad kan téinkas orsaka att den enligt deluppgift a skattade bitfelssannolikheten
inte 6verensstimmer med den teoretsikt berdknade enligt projekt 2? (1.5 poing)

Berékna variansen Var{X (1)} for en svagt staionér process { X (¢) };cg med spek-
traltdthet Px(f)=1 for f e R (1 poéng)

‘ Uppgift 6 (projekt 3) ‘ [a ] Forklara hur man med maximum likelihood-meto-

den kan skatta vardet av parametern A > 0 for ett datamaterial x4, ..., z, av obser-
vationer av exp(A)-fordelade stokastiska variabler X, ..., X,,. (1.5 poang)

[ b ] Vilken férdelning har den stokastiska variablen e *X da X ir en exp()\)-fordelad
stokastisk variabel? (1.5 poing)

Betrakta en prismodell S(t) = S(0) eX®=X(O+4t dir { X (£)}450 &r en process som
har stationdra 0kningar som dock ej ar oberoende. Diskutera vilka nya svarigheter
som uppstar med en sadan modell jimfort situationen projekt 3 dar X(¢) ar en
Lévy-process (med oberoende Okningar). Sig nagot om de praktiskt ekonomiska
konsekvenser en sadan modell kan ha jimfort med en modell baserad pa Lévy-
processerer. (2 poang)

| Lycka till!




Losningar till tentamen i stokastiska processer den 25/10

‘ Uppgift 1. ‘ Det géller att E{[X (1) — (aX (0)+b)]*} = Var{X (1) — (aX (0)+b)} +
(B{X(1) — (aX(0)+b)})* = Var{X (1) —aX (0)} + (1 — (a-1+b))* = Var{X (1)} +
a* Var{X(0)} — 2aCov{X(0),X(1)} + (1 —a—b)*> = (1 + a®*)rx(0) — 2arx(1) +
(1—a—5b)?=(1+a*)—a+ (1 —a—b)? som minimeras ava="b=1/2.

Eftersom X (—2)+ X (2) ar N(p, 0?)-fordelad , sa giller att P{X (—2)+
X(2) > 2} = P{N(p,0%) > 2} =1 —P{N(p,0?) <2} =1—®((2-p)/o), som
kan slas upp i tabell da man bestimt p = E{X(-2)+ X(2)} = 2+ 2 = 4 och
0? = Var{X(-2)+ X (2)} = Var{X(-2)} + Var{X(2)} + 2Cov{X(-2),X(2)} =
rx(0) +rx(0) +27rx(4) = 1+1+227* = 17/8, ty rx(7) = 27 */ enligt den givna
informationen.

Uppgift 3| Se kapitel 4 och exempel 4.5 i Albins bok.
Uppgift 4 | Se avsnitt 8.6 i Albins bok.
Uppgift 5| Detta dr &vning 9.1 i Albins bok. Da {e(t) };cz dr Gaussiskt vitt brus

med varians o” &r E{le(t)[} = [7 2| 5= e @/ dr =2 [Fx o e %/(20%) dy =

(-2 2= e/ =\ /2/1 0, sa att o = Cp(le(1)|+ ... +|e(n)|) har vintevirde
Cnny/2/ma, och o r en viintevirdesriktig skattning av o da C, = 1/7/2/n.

Brusvirdena e(1), ..., e(n) ar oberoende eftersom de dr okorrelerade och bruset ar
Gaussiskt. Darfor ar |e(1)],. .., |e(n)| oberoende, sa att Var{c*} = C? Var{|e(1)| +

-+ lem)} = (V/7/2/n)*nVar{le()[} = (r/2)n~" (E{|e(1)} — [E{le(1)[}]*) =
(m/2)n~ (0% = (2/m)0?) = (7/2=1) 0®/n, ty E{[e(1)]} = E{e(1)*} = Var{e(1)} =
o?, som kan skattas med (7/2—1) (¢3)?/n. Ett approximativt konfidensintervall for
o ges darfor av o} + Ag.25+/(7/2—1)/noy dar P{N(0,1) > Ag.g25} = 0.025.

‘ Uppgift 6 (projekt 1) ‘ [a] Se avsnitt 3.3 i Albins bok och projektstencilen.

E Enligt en smarre modifiering av l1osningen till programmeringsuppgift 1 c.

En Po()\)-férdelad stokastisk variabel erhalles genom att simulera vardet X (\)
for en Poisson-process {X(t)};>0 med intensitet 1.

‘ Uppgift 6 (projekt 2) ‘ [a ]| Enligt uppgift 4 i projektet.

[ b ] Bruset #r kanske inte normalfordelat, eller sa #r det inte helt “vitt”.
Var{X (1)} = rx(0) = ffooo Px(f) df = oo.
‘ Uppgift 6 (projekt 3) ‘ [a] %ln(n?zl Ix,(x:) = % Yo In(Ae ) = Z;’:l(i

[b] P{e ™ <2} =P{-AX <In(z)} = P{X > —1In(2)/\} = 1 — Fx(In(z)/)\) =
e Mn(@)/N) = g 58 e ir likformigt fordelad dver [0, 1].

Maximum likelihood-metoden fungerar inte som tidigare eftersom log-inkremen-
ten ej ar oberoende. En modell dar okningarna ej ar oberoende ger mojlighet att
“titta in i framtiden”, dvs. det kan finnas “free lunches”.



