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2 Modeller for tiden till fel (Failure models)

2.1 Introduktion

Foljande fyra viktiga begrepp ska definieras:

The reliability (survival) function R(t)

The failure rate function z(t)

The mean time to failure (MTTF)

The mean residual life (MRL)

Sedan ska vi ga igenom nagra vanliga livslangdstordelningar.

2.2 Tillstadndsvariabel

Komponentens eller systemets tillstandsvariabel x definieras utav att

. 1 om systemet (komponenten) fungerar
~ | 0 annars

Den stokastiska process som talar om precis nér systemet (komponenten)

ar 1 funktion, betecknas (X (¢),¢ > 0) och definieras utav att

1 om systemet (komponenten) fungerar kl ¢
X(t) =

0 annars
Obs att X (t), for varje ¢, &r en stokastisk variabel, samt att nér tiden gar,
sé ser vi en realisering t — X () av processen (X(t),t > 0). Vi ska ténka
oss realiseringen (funktionen) ¢ — X (¢) hogerkontinuerlig.

Detta betyder att man kan rikna ut sannolikheter for handelser av typen
X(t)=1eller X(t) =1,X(s) = 0eller X(s) =1 Vs <t. Ténker man sig
att systemet &r i funktion vid tiden 0, sa kan man definiera tiden tills forsta

felet enl
T=inf{t >0:X(t) =0}
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och da giller att
T>t & X(s)=1Vs<t

For ett icke-reparerbart system géller att
Xt)=0 = X(s)=0Vs>t

Da géller att
>t & X(t)=1

2.3 Tiden T till fel

Notera forst att T:s enhet ej maste vara vanlig kalendertid. Man kan ténka
sig att méta livstid eller livsldngd i arbetsdagar (en dag bestéar kanske da av
8 arbetstimmar och star produktinen still under lunch, sa star dven klockan
still) eller korstriacka (om man studerar en enhet i ett fordon).

De modeller vi ska titta pa ar kontinuerliga dven om det inte alltid &ar fallet
1 verkligheten.

Sannolikhetstéitheten dr f(¢) definierad for £ > 0 och motsvarande fordel-
ningsfunktion ar

F(t)=P(T <t) :/Otf(s)ds

. Ft+h)—-F(t) PE<T<t+h)
£lt) = F'(#) = lim - ;

For sma At géller foljaktligen
Pt<T<t+At)= f(t) At
2.4 Overlevnadsfunktion

Systemets overlevnadsfunktionen eller funktionssannolikhet eller tillforlit-
lighetsfunktion ar

R(t) =1— F(t) = P(T > ) = /Oof(s) ds
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2.5 Felbenagenhet

Betrakta s e A
P(T <t+ AT >t)= ( <P(T_> t‘)F )
_I0A
R~ RO z(t) At
Funktionen £t
(t) RO

kallas for systemets felbendigenhet eller felintensitet eller risk.

Obs att

2(t) = % S z(OR(t)+ R(t) =0

For en given felbendgenhet z(¢) dr detta &r en differentialekvation i R(t).
Begynnelsevillkoret &r R(0) = 1. Losningen &r

dar

ar den under tidsintervallet [0, t] ackumulerade risken.

Saledes galler
Fl)=1—e %0 =1 ¢~ hls)ds

Medelst derivering fas
Ur
fas

Deriverar vi detta fas
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2.6 Mean time to failure (MTTF)

Viantevardet -
,u:E[T]:/ tf(t)dt
0

kallas for MTTF—"mean time to failure”™—eller MTBF—"mean time between
failures” beroende pa sammanhanget. Man anvinder dven forkortningen
MTTR—"mean time to repair”. Notera att

MTBF = MTTF 4+ MTTR

Vid utrakning av MTTF kan ibland féljande resultat férenkla:

w= /OOOR(t) dt

Bokens bevis ar baserat pa partiell integration.

Har ar ett alternativt bevis:

/OOOR(t) dt:/OOO /toof(s) dsdt
:/OOO/OSf(s)dtds:/Ooosf(s)ds:u

Omkastning av integrationsordning &r tillaten da funktionerna ar positiva.
Fordelningens median life t,, definieras av att R(t,,) = 0.5

Fordelningens mode &r ty,4e = arg maxgso f(t)

Studera sjilv ex 2.1, dir R(t) = 1/(0.2t+1)% Sokt ér f(t), z(t) och MTTF
L.

2.7 Mean residual life (MRL)

Betrakta

P(T>t+s) R(t+s)
P(T >t) R(t)

R(s|t) =P(T >t+s|T >t) =
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Man brukar definiera

MRL(t) = u(t) = /0 " R(slt) ds

Obs u(0) = p.
Medelst derivering av p(t) m.a.p t kan man visa att
1 "t
2(t) = 1+ /()
p()

Rekommendera ex 2.2, dér z(¢t) = ¢/(t + 1). Sokt ar R(s|t) och MRL(¢).

2.8 Binomial och geometrisk fordelning

Studeras pa egen hand.

2.9 Exponentialférdelningen
Att T ~ exp(A) innebér att T har tétheten
ft)=xe™ for t>0
Saledes ar tillforlitlighetsfunktionen
R(t) = / " p(s) ds = e
t

och felbendgenheten

Att felbendgenheten ar konstant ar speciellt for exponentialfordelningen.
Det giller ju att felbenfdgenheten unikt definierar livslangdstordelningen.

MTTF for exp(A) ar

1
= KT =—
w=E[T] =+
(utfor integrationen eller titta i Beta). Vidare,
1

Var[T| = e
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Exponentialfordelningens s.k glomskeegenskapen ar
R(t|s) = P(T > s+ t|T > s) = P(T > t) = R(t)
Den visas latt medelst insdattning i h.] av

P(T > s+1)

P(T>s+tT>s)= PT > s)

Detta gor att en anvind enhet hela tiden dr "as good as new”. Detta ar
alltsa aldrig nagon idé att byta ut en komponent med exponentialfordelad
livslangd. Det medfor ocksa att

MRL(#) = MRL(0) = MTTF
Exempel 2.4: Lat {6r i = 1,2, T; ~ exp(A;) och oberoende. Da

P(Ty < Ty) = /OOOP(TQ > YTy = £) fr, () dt

_ / TP(Ty > HTy = 1) (1) d

o0 )\1
= P(Ty>t)fr(t)dt=---=
| P> o

Analogt, om man har n komponenter med oberoende exponentialférdelade

livstider med respektive felbendgenheter A, ..., A,, sa ar sannolikheten att
komponent 7 fallerar forst lika med

Aj

P(Tj<Tka7éj):W
im1 A

O

Studera sjialv blandningar av exponentialfordelningar och s.k fas-typs-for-
delningar.

2.10 Poissonprocessen

Lat A vara en héndelse av nagot slag, t.ex att en radioaktiv atom delar sig
och samtidigt utsondrar en partikel, att ett samtal ankommer till en vixel.
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Om reparationstiden ar forsumbar kan vi tanka oss att A ar héndelsen att
en komponent fallerar.

Vi ska anta nu att tidpunkterna da A intréffar dr fordelade enligt en ho-
mogen Poissonprocess (HPP). Detta innebér att

1. A kan intréaffa precis nir som helst och sannolikheten att A intraffar i
intervallet (¢,¢+ h| beror ej av ¢ och kan skrivas Ah + o(h) da h — 0,
dar A > 0 (obs att o(h) kan vara vilken funktion som helst. Det enda
som krévs ar att limy,_,00(h)/h = 0)

2. sannolikheten att A intréaffar mer &n en gang i intervallet (¢,¢ 4 h] ar

o(h)

3. huruvida A intréaffar eller ej i disjunkta tidsintervall 4r oberoende hén-
delser

Man kan visa att detta dr ekvivalent med att kréiva att lingden av tiderna
mellan det att hindelsen A &r ex(\) och oberoende.

Anta att vi paborjar studiet av hindelsen A vid tidpunkten ¢ = 0 och att vi
sedan registrerar tidpunkterna da A intriffar. Lat N (¢) vara antalet ganger
A intriffar i intervallet (0, ¢].
Att (N(t),t > 0) ar en homogen Poissonprocess betyder att

1. N(0) = 0 och funktionen ¢ — N (t) ar hogerkontinuerlig,
och att det finns ett A > 0 sadant att

2. for s < t giller att N(t) — N(s) ~ Poi(A(t — s)),

3. for disjunkta tidsintervall (s, 1], . . ., (sk, tg] giller att Skningarna N (¢1)—
N(s1),...,N(tx) — N(si) ér oberoende stokastiska variabler.

Vi noterar att A = E[N(t)]/t. Foljaktligen brukar man kalla A for proces-
sens intensitet ("rate” pa engelska).

En naturlig vantevardesriktig estimator av A &r

jo V)
t

Lat Ty, Ty, ..., Tk, ... vara tidpunkterna da A intriffar. Vi ser att
T, >t <& N(t)<k
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Saledes géller att

k-1 ()\t)]

7!

Ry (t) = P(Tp >t) =™

(]

J=0

Medelst derivering och teckenbyte far vi Ty:s tdathet. Vi avstar ifran detal-
jerna och noterar bara att

(At)F1

ka (t) = )\e_Atm

Den hér fordelningen kallas for gammafirdelningen och betecknas T'(k, \).

Notera att ['(1, \) = Exp(A). Tiden tills A intréffar forsta gdngen ar alltsa
exponentialférdelad med parameter .

Exempel: Hér soks fordelningen for T7|(N(tg) = 1). Man antar alltsa att
exakt en héndelse intréffade 1 tidsintervallet [0, ¢¢] och &r intresserad av nér
denna héandelse intraffade.

Det visar sig att T1[(N(t9) = 1) ~ U[0, ¢¢]. O

Exempel: Antag att fel intriaffar i enlighet med en homogen Poissonpro-
cess (N(t),t > 0) med intensitet A. Vissa fel leder till en konsekvens C,

en C-konsekvens och antag att handelserna huruvida ett fel leder till en
C-konsekvens eller ej ar oberoende.

Det visar sig att (N¢(t),¢ > 0) &r en homogen Poissonprocess med intensi-
tet pA. O

2.11 Gammafordelningen

Studeras pa egen hand.

2.12 Weibullférdelningen

T ar Weibullfordelad med parametrar o > 0 och A > 0, om T':s tathet ar

F(t) = ad(A)* e for ¢ >0
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Parametern  definierar férdelningens form och 1/ ir dess skala. Overlev-
nadsfunktion fas medelst integration till

R(t) = e~ A"
Saledes blir felbendgenheten

2(t) = ad(Mt)* !

Resten av avsnittet studeras pa egen hand.

Studera speciellt exempel 2.10, dar man tittar pa s.k seriesystem av kom-
ponenter med Weibullfordelade livstider.

Obs att ett seriesystems livstid T' definieras av att
T = minT;
)
och att ett parallellsystems lwstid T definieras av att
T = maxT;
)

dér T; betecknar livstiderna hos de ingaende komponenterna.

2.13 Normalférdelningen

Observera att bokens beteckning ér N(v, 72).

Las sjalva, om normalfordelningen i grundkursboken.
Viktigt att komma ihag att

X —v

X ~Nuy 1) =
-

~ N(0,1)
samt att N(0, 1)-fordelningens téthet ar
1 >
o) = e 0P

och att motsv férdelningsfunktion betecknas ®(t).
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Obs att N(0, 1)-férdelningen lever pa hela talaxeln, s& att om P(T < 0) ] ar
forsumbart liten, maste man betinga med att 7 > 0. Overlevnadsfunktion

blir da

R(t) = P(T > T > 0) = %
(- v/ e t)/7)
Y-y (0 /7)

Utifran detta uttryck kan man nu berdkna fordelningsfunktion F'(¢), téthet
f(t) och felbenéigenhet z(t).

2.14 Lognormalférdelningen

T ar lognormalfordelad om Y = InT" &r normalfordelad.

Lognormalfordelningen &ér ofta en bra modell for en komponents repara-
tionstid.

Studera pa egen hand det viktiga exempel 2.13 om materialutmattning. Det
ingar i kraven for kursen att veta vad ett Wohler- eller s — N-diagram ér.

2.15 Birnbaum-Saunders fordelning
2.16 Inverse normalfordelning

2.17 Extremvirdesfordelningarna
2.18 Stressberoende modellering

2.19 Familjer av livslingdsfordelningar

IFR, DFR

IFR betyder "increasing failure rate”.

DFR betyder "decresing failure rate”.



