
Tillförlitlighetsteori ht04 Kap 8: Markovteori (September 15, 2005) 18 Markov proesses8.1 IntrodutionMarkovkedjor används för att modellera tillförlitlighetssystem med �eratillstånd oh hur övergångarna sker mellan tillstånden. Ta som ex ett 2-komponentsystem. I en �x tidpukt t � 0 är strukturen i ett av 4 tillstånd�(x) om x är enserie- parallell-x x1 x2 struktur struktur3 1 1 1 12 1 0 0 11 0 1 0 10 0 0 0 0Här är x en skalär som beteknar strukturens hela tillstånd (alltså inte baraom den fungerar eller ej, som vi gjort tidigare) oh x1 resp x2, som vanligt,de ingående komponenternas tillstånd.Motsv stokastiska variabler beteknas X oh X1 resp X2. Vill vi ha medtidsberoendet skriver vi X(t) oh X1(t) resp X2(t).8.1.1 Markov propertyWhen the present state of the proess is known, the future development isindependent of anything that has happened in the (strit) past.8.2 Markov proessesFundamentala teoretiska storheter är de s.k transitionssannolikheternaP (X(s+ t) = j jX(s) = i)de�nierade för alla tider s; t � 0 oh för alla tillstånd i; j i tillståndsrummetX = f0; 1; : : : ; rg



Tillförlitlighetsteori ht04 Kap 8: Markovteori (September 15, 2005) 2Vi ska anta att transitionssannolikheterna är stationära eller tidshomogenaP (X(s+ t) = j jX(s) = i) = P (X(t) = j jX(0) = i) = Pij(t)Så här fungerar en Markovproess med diskret tillståndsrum eller, som manokså säger, Markovkedja i kontinuerlig tid:1. Tiden eTi proessen tillbringar i tillståndet i innan den övergår i ettannat tillstånd är exponentialfördelad med intensitet �i.2. När proessen lämnar tillståndet i, så övergår den till tillståndet j medsannolikheten Pij.Obs att Pii = 0 oh att Pj Pij =Pj 6=i Pij = 1.Ett bra sätt att beskriva proessens probabilistiska beteende är alltså medintensiterna �i; i 2 X oh sannolikheterna Pij; i; j 2 X , j 6= i.Vi har alltså exponentialfördelade uppehållstider. Obs att dessa är obero-ende oh parametern beror endast av vilket tillstånd proessen är i.De�niera, för i 6= j, aij = �iPijDetta är intensiteten för transitionen i! j. De�niera ävenaii = ��ioh låt A = 0BBB�a00 a01 � � � a0ra10 a11 � � � a1r... ... . . . ...ar0 ar1 � � � arr
1CCCADetta är proessens intensitetsmatris eller generator. Obs att dess radsum-mor är 0 rXj=0 aij =Xj 6=i �iPij � �i = 0Allt som är värt att veta om proessen �nns i matrisen A . På diagonalenhar vi intensiteten för transition ut ur de r + 1 tillstånden, oh vill vi veta



Tillförlitlighetsteori ht04 Kap 8: Markovteori (September 15, 2005) 3sannolikheten Pij att proessen övergår i j, givet att den just nu är i i, sågäller Pij = aij�aiiför j 6= i.Exempel 8.2 (Parallellstruktur)En parallellstruktur med n = 2 komponenter med �failure rate� �i oh�repairrate� �i, i = 1; 2. Se �gur 8.2. 2Exempel 8.3 (Parallellstruktur)En parallellstruktur med n = 2 identiska komponenter med �failure rate� �oh�repair rate� �. Se �gur 8.3. 2Exempel (Seriestruktur)En seriestruktur med n = 2 identiska komponenter med �failure rate� �oh�repair rate� �. 28.2.2 State equationsAntag att X(0) = i, skriv Pj(t) istället för Pij(t) oh de�niera radvektorerP (t) = �P0(t) P1(t) � � � Pr(t)�oh dess tidsderivata _P (t) = � _P0(t) _P1(t) � � � _Pr(t)�Man kan visa att P (t) A = _P (t) (8.19)Detta är att system av di�erentialekvationer, som benämnes tillståndsekva-tionerna. Lösningen (se avs 8.9) kan skrivasP (t) = P (0) etAdär etA = limk!1�I+ tAk �k = 1Xk=0 tkk!Ak



Tillförlitlighetsteori ht04 Kap 8: Markovteori (September 15, 2005) 4(I= A 0 är identitetsmatrisen). J.f.r med lösningen av den vanliga di�eren-tialekvationen _y(t) = ky(t) med startvillkoret y(0).Egentligen gäller i uttryket ovan för P (t) att P (0) är radvektorn beståendeav bara 0:or förutom en 1:a i position i. Vi antog ju att X(0) = i. Men detgår att visa att det gäller även för godtykliga initialfördelningarP (0) = �P0(0) P1(0) � � � Pr(0)�Exempel 8.5Betrakta en enskild komponent med felintensitet � oh reparationsintensitet�. Se �gur 8.5. Obs att A = ��� �� ���R&H skriver ned ekvationssystemetP (t)A = _P (t)expliit oh anger lösningen under förutsättning att systemet initialt fun-gerar. Se formlerna (8.21) oh (8.22).Notera att, då t!1, så P1(t)! ��+ � = P1P0(t)! ��+ � = P0Notera okså att komponentens (asymptotiska) tillgänglighet A ärA = P1 = 1=�1=�+ 1=� = MTTFMTTF +MTTRMan kan visa att de asymptotiska sannolikheterna P1; P0 ej beror av pro-essens initialtillstånd. 28.3 Asymptoti solutionVi ska bara studera s.k irreduerbara Markovproesser. För sådana gällerdå t!1, att V.L i tillståndsekvationerna (8.19) konvergerar emotP A



Tillförlitlighetsteori ht04 Kap 8: Markovteori (September 15, 2005) 5där P = limt!1P (t) är den s.k stationära fördelningen, oh att högraledetkonvergerar mot (0 0 � � � 0) = 0. Således gäller attP A = 0Detta ekvationssystem används till att beräkna de stationära eller asymp-totiska sannolikheterna P = �P0 P1 � � � Pr�.8.3.1 System performane harateristisVisit frequeny. Frekvensen transitioner ifrån tillstånd k ini j är Pkakj.Så tillstånd j:s besöksfrekvens är�j =Xk 6=j Pkakj = Pj�jSnittiden mellan två besök i j är 1=�j.Mean duration of a visit. Förväntad uppehållstid i tillstånd j är�j = 1=�jNotera att Pj = �j�jSystem availability. Låt B betekna de tillstånd som svarar mot ett fun-gerande system oh låt F = X nB. Systemets (�long-term�-) tillgänglighetär AS =Xj2B PjFrequeny of system failures. Detta är frekvensen transitioner ifrån etttillstånd i B till ett tillstånd i F . D.v.s!F =Xj2BXk2F PjajkMean duration of a system failure. Beteknas �F oh fås ur1�As = !F�F



Tillförlitlighetsteori ht04 Kap 8: Markovteori (September 15, 2005) 6Mean time between system failures.MTBFS = 1!FMean futioning time until system failure. Beteknas E(U)S ohuppfyller, självklart, MTBFS = E(U)S + �F8.4 Parallel and series strutures8.4.1 Parallel strutures of independent omponents8.4.2 Series strutures of independent omponents8.4.3 Series strutures of omponents where failure of one omponent pre-vents failure of the otherTabell 8.2 i boken känns inte rätt. Så här ska det vara:State Component 1 Component 22 Funtioning Funtioning1 Failed Taken out of operation0 Taken out of operation FailedDetta överensstämmer med �gur 8.9. Här ärA = 0���2 0 �20 ��1 �1�2 �1 ��1 � �21AR&H löser P A = 0 oh fårP0 = �2=�21 + �1=�1 + �2=�2P1 = �1=�11 + �1=�1 + �2=�2P2 = 11 + �1=�1 + �2=�2



Tillförlitlighetsteori ht04 Kap 8: Markovteori (September 15, 2005) 7Vi ser att (den asymptotiska) tillgängligheten ärAS = P2att systemet går ner med frekvensen!F = �2 = P2(�1 + �2) = AS(�1 + �2)= �1 + �21 + �1=�1 + �2=�2oh att systemet i snitt är nere�F = 1� AS!F = 1� ASAS 1�1 + �2= �1=�1 + �2=�2�1 + �2 = 1�1 �1�1 + �2 + 1�2 �2�1 + �2= MRT1 � P (C1 jFS) +MRT2 � P (C2 jFS)där vi skrivitCi jFS istället för det längre �Component i fails j System failure�oh MRT betyder �Mean Repair Time�.Notera okså attMTBFS = MTTFS + �F = : : : = 1 + �1=�1 + �2=�2�1 + �2eftersom MTTFS = 1�1 + �2Notera till sist att MTBFS = 1!FR&H generaliserar nu detta till fallet med n komponenter.8.5 Mean time to �rst system failureDiskutera kring �gur 8.10, som illustrerar ett parallellsystem med två iden-tiska reparerbara komponenter.



Tillförlitlighetsteori ht04 Kap 8: Markovteori (September 15, 2005) 88.6 Systems with dependent omponentsDiskutera kring �gur 8.11, som illustrerar ett parallellsystem med två iden-tiska reparerbara komponenter som är utsatta för gemensamma påkänning-ar (�ommon ause failure�).8.7 Standby systemsHär �nns �era intressanta exempel. T.ex �gur 8.15.


