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Bonusuppgift 3

Uppgiften ska vara inldmnad senast i samband med foreldsningen tisdagen den 13/5-
03. Den bestar av 2 deluppgifter. Den forsta (viard 3 p) syftar till att du ska forsta
centrala grinsvirdessatsen lite béttre. I den andra (vird 2 p) ska du simulera vad som
kan hidnda vid métning av fororenad mark. Bonusuppgiften ger alltsa maximalt 5 p.
De som far 2-3 p sidnker grénserna for fyra och femma med 1 p till 17 p resp. 23 p. De
som far minst 4 p sdnker dessa grinser med ytterligare 1 p.

Deluppgift 1) Centrala grinsviirdessatsen (cgs)

Inom statistik adr centrala gransvirdessatsen ett av de viktigaste hjalpmedeln. Dock &r
den endast tillampbar under specifika férutsiattningar. Denna bonusuppgift gar ut pa
att belysa problematiken kring cgs och pavisa att den inte alltid ar tillimpbar.

Devore & Farnums beskrivning av cgs pa s. 222 &r ungefir som féljer: Samplingsfordel-
ningen av X kan bli approximerad av en normalférdelning da stickprovets storlek, n,
ar tillrékligt stor. Detta oberoende av utseendet pa populationens férdelning. Ju store
varde pa n, dessta battre approximation.

Denna beskrivning ar inte korrekt och for att se detta formulerar vi cgs matematiskt:
Lat Xy, Xy,... vara oberoende och likaférdelade med definierat véntevirde, ux, och
definierad varians, o%. For medelvirdet X = (X; +... + X,,)/n giller

P (% < z) — B(2)

dd n — oo, dir ®(z) dr den standardiserade normalférdelningsfunktionen. (Obs. att
px respektive o% &r definierade om, och endast om, y x| < co respektive a|2X‘ < 00.)

Ni skall i deluppgiften undersoka om cgs ar tillimpbar pa Cauchyfordelningen, vars

tathet ar 1
f(x) = (1 2) o< r<oo

(a) Berdkna Cauchyfordelningens véntevirde px genom att anvinda definition Gverst
pa s. 65 i Devore & Farnum. Ar ) x < oc?

(b) Ur Beta fas att tan ¢ &r Cauchyfordelad om ¢ &r likformigt fordelad pa intervallet
(—m/2, w/2). Skriv Matlab-kod som genererar n = 100 Cauchyobservationer och riknar
ut deras medelvirde. Stoppa in denna kod i en for-loop som upprepas 1000 ganger och



spara de 1000 genererade medelvirdena i vektorn cm. Exekvera sedan nedanstaende
kod, som ritar en qg-plot.

% Normal qg-plot

xx=sort(cm) ;

pp=((1:n)-0.5)/n;
yy=norminv(pp,mean(xx),std(xx)) ;
qqplot (xx,yy);

xlabel(’Data’);

ylabel (’Theoretical quantiles’);
title([’Normal QQ-plot’1);

grid on;

Upprepa for t.ex. n = 50 och n = 200. Upprepa alla plottningar nagra ganger, sa att
du ser vad som ar typiskt for Cauchydata. Jamfor med vad som hédnder om du istéillet
genererar Exp(1) eller U(0, 1)-observationer.

(c) Tolka vad du ser i qg-plottarna och svara pa om cgs verkar fungera for Cauchydata.

Deluppgift 2) En eventuellt férorenad tomt

Koncentrationen x av Pb i en punkt, vilken som helst, antas vara lognormalférdelad.
Modell: X ~ LN(ug,o0c). Man vet dessutom att méatvirdet y, givet att den sanna
koncentrationen Pb dr z, dr lognormalfoérdelat. Modell: Y|X = z ~ LN(lnz,ou).
Fundera girna nagra minuter pa om denna métmetod ar vintevirdesriktig eller ej.

Om man samtidigt betraktar tva punkter ¢+ = 1,2 pa ett visst avstand fran varandra,
giller att koncentrationerna i, x, i dessa punkter typiskt &r beroende. Enligt vad
som sagts i stycket ovan géller att X; ~ LN(uc,o¢) for i = 1,2. Vi later p beteckna
korrelationen mellan de normalfordelade stokastiska variablerna In X; och In X5.

Antag att myndigheterna har faststallt ett gransvirde g, sadant att marken ska betrak-
tas som férorenad om koncentrationen z dr minst g. Lat, for i = 1,2, C; = {X; > ¢}.
Observera att hindelserna C; ej gar att observera eftersom vi inte kan méta den sanna
koncentrationen x; utan fel. Vi betraktar tomten som férorenad om nagon av C} eller Cs
intraffar, och definierar darfor C' = C; U Cy. Lat dessutom, for i = 1,2, D; = {Y; > g}
och definiera D = D; U Dy. Om C' &r hédndelsen att tomten &ar férorenad, sa ar D
héndelsen att fororening detekteras.

Féljande parametervirden ska du anvinda i simuleringarna av vad som kan hinda i
denna maétsituation: uc = 1.0, o¢ = 1.1, p= 0.9, oy = 0.5 och g = 2.0.

(a) Skriv ett Matlab-program som simulerar n = 1000 (beroende) observationer z, o
av Xl: XQ.

(b) Skriv ett Matlab-program som tar de n = 1000 sanna koncentrationsparen zi, s,
och simulerar fram motsvarande n = 1000 uppmaétta koncentrationer y;, ys.



(¢) Du har nu n = 1000 observerade utfall av formen z1, x5, y1, yo. FOr vart och ett av
dessa utfall kan du nu avgora huruvida C resp. D har intriffat eller ej. Gor sa med ett
Matlab-program, samt punkt- och intervallskatta sannolikheterna P(C'), P(D|C) och
P(D|C°) i traddiagrammet nedan, samt P(C|D).

Rékna m.h.a. Bayes formel ut P(C|D) och kontrollera att ditt svar Gverensstimmer
med skattningen.

P.S. Det &r tillatet att ligga ihop de tre Matlab-programmen fran (a), (b) och (c) till
ett.



