
F5-F6: Sannolikheter OH 1Ett slumpmässigt försök är den ram vi lägger runt vårasannolikhetsberäkningar. Vi observerar variabler men det viräknar ut sannolikheter för är händelser. En händelse (�event�)är något som antingen inträ�ar eller inte inträ�ar då vi utförett slumpmässigt försök. Ofta använder vi ordet utfall(�sample point, outome�) för resultatet av ett slumpmässigtförsök. Mängden av alla möjliga utfall kallar vi för försöketsutfallsrum (�sample spae�). Det är inget annat än variabelnsvärdemängd.Tänk dig att du utför ett slumpmässigt försök som består i attobservera en variabel x. När du gjort försöket har du erhållitett utfall som vi okså kallar x. Tänker du göra �er försök, såär det naturligt att låta x1 betekna det förstaförsöksresultatet, x2 det andra, et. Låt X vara motsvarandestokastiska variabel.Variabeln x kan egentligen vara av vilken matematisk typ somhelst, men vi ska tänka oss den reellvärd. Utfallsrummet är dåen delmängd av eller hela R. Låt A � R. Utsagan X 2 A ären händelse, ty efter det att försöket har utförts vet vi omförsöksresultatet (dess utfall) x tillhör A eller ej. Allahändelser kan kopplas ihop med en mängd A på detta sätt.Ofta studeras endast en variabel. Då är den ofta underförståddoh man skriver A för händelsen oh säger att A inträ�aristället för X 2 A.

F5-F6: Sannolikheter OH 2Tänk dig nu att vi ska utföra ett slumpmässigt försök. Det kanvara allt ifrån att man observerar hur många ägg ett visstsvalpar lägger i boet till en avanerad mätning av mängdenozon i luften vi andas..Utfallsrummet S är mängden av alla möjliga försöksresultat.Elementen x i S kallas för utfall. Så x är variabeln vi mäteroh till den hör en stokastisk variabel X. DelmängdernaA;B; : : : till S kallas för händelser. Händelsen A utläses �Ainträ�ar�. Den kan okså skrivas X 2 A eller x 2 A.Sannolikheten att A inträ�ar skrivesP (A) eller P (X 2 A) eller P (x 2 A).Låt A;B vara händelser. Då beteknarA \B händelsen �A oh B�A [B händelsen �A eller B�A eller A0 händelsen �ike-A�Dessutom de�nierar viA nB = A \B (utläses A minus B eller A men ej B)A4B = A nB [B n A (symmetriska di�erensen)Observera att A4B inträ�ar om, oh endast om, exakt en avhändelserna A oh B inträ�ar.

F5-F6: Sannolikheter OH 3Händelserna A oh B sägs vara ömsesidigt uteslutande ellerdisjunkta, om A \B = ;Händelserna A1; : : : ; An partitionerar en händelse B, omB � n[i=1Aioh Ai \Aj = ; då i 6= jIstället för partitionerar kan man säga delar in i disjunkta ellerömsesidigt uteslutande delar.

F5-F6: Sannolikheter OH 4Exempel 1 Förorenad mark. Låt y vara konentrationen avnågon giftig tungmetall. Låt x vara resultatet av en mätningav y.Marken betraktas som förorenad om y � , där  är ett avmyndigheterna spei�erat kritiskt värde. Denna händelsebeteknas C.Låt d vara den s k detekteringsnivån (obs att typiskt ärd 6= ). Händelsen x � d beteknas D.



F5-F6: Sannolikheter OH 5Sannolikhetsaxiomen (s 190-191)Låt A;B vara två godtykliga händelser i utfallsrummet S. Då1. 0 � P (A) � 12. P (S) = 13. P (A [B) = P (A) + P (B) om A;B är ömsesidigtuteslutandeSats 1: P (A nB) = P (A)� P (A \B)Följd 1: P (;) = 0Följd 2: P (A) = 1� P (A)Följd 3: A � B ) P (A) � P (B)Sats 2: P (A [B) = P (A) + P (B)� P (A \B)Följd 1: P (A [B) � P (A) + P (B)

F5-F6: Sannolikheter OH 6Exempel 2 Förorenad mark (forts)Antag P (C) = 0:8, P (D) = 0:74 oh P (C \D) = 0:72.Beräkna1. P (C [D)2. P (C nD)3. P (D n C)4. P (C4D)

F5-F6: Sannolikheter OH 7Den betingade sannolikheten för A givet B, ärP (AjB) = P (A \B)P (B)Observera attP (A \B) = P (A)P (BjA) = P (B)P (AjB)
Händelserna A oh B sägs vara oberoende, omP (A \B) = P (A) � P (B)Observera att A;B är oberoende om, oh endast om,P (AjB) = P (A)

F5-F6: Sannolikheter OH 8Exempel 3-5 Förorenad mark (forts)u������������
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Beräkna oh skriv ut i �guren ovan sannolikheternaP (DjC), P (D0jC), P (DjC 0) oh P (D0jC 0).Skriv även in i �guren sannolikheternaP (C) oh P (C 0).Beräkna sedan sannolikheternaP (CjD) oh P (CjD0).



F5-F6: Sannolikheter OH 9Lagen om total sannolikhet: Låt A1; : : : ; An partitionerautfallsrummet S. Då gällerP (B) = nXi=1 P (Ai)P (BjAi)
Bayes formel: Under samma förutsättningar som i lagen omtotal sannolikhet, gällerP (AjjB) = P (Aj)P (BjAj)Pni=1 P (Ai)P (BjAi)
I exemplet med förorenad mark, noterar vi att händelsernaC oh C 0partitionerar utfallsrummet. Bayes formel ger attP (CjD) = P (C)P (DjC)P (C)P (DjC) + P (C 0)P (DjC 0)= 0:8 � 0:90:8 � 0:9 + 0:2 � 0:1 = 0:720:72 + 0:02 = 0:973

F5-F6: Stokastiska variabler OH 10Exempel 5.10 (s 207) Låt T vara livstiden för en produkt.Funktionen R(t) = P (T > t)kallas för produktens överlevnadsfunktion. Väntevärdet�T = E[T ℄kallas ofta för �mean time to failure� (MTTF) eller för�meantime between failures� (MTBF). För en exponentialfördeladvariabel gäller att överlevnadsfunktionen ärR(t) = Z 1t �e��x dx = � � � = e��toh att MTTF ärE[T ℄ = Z 10 x�e��x dx = � � � = 1�Exempel 6 Gränsvärdeth(t) = limh!0 P (T � t + hjT > t)h = f(t)R(t)kallas för felintensiteten. För en exponentialfördelad variabelgäller att felintensiteten är konstant, tyh(t) = �e��te��t = �Man kan visa att om felintensiteten är konstant, så måstevariabeln vara exponentialfördelad.

F5-F6: Stikprovsvariabler OH 11Låt x1; : : : ; xn vara ett stikprov på (den stokastiska) variabelnx. Då är alltså x1; : : : ; xn oberoende observationer av x.De�nition 1 (s 214) Reellvärda funktioner av ett stikprovkallar vi stikprovsvariabler (statistikor).Stikprovsvariabler används för att dra slutsatser om x:sfördelning.Exempel 7 Proportionen observationer i ett intervall,medelvärdet, medianen, standardavvikelsen, IQR, undre ohövre kvartilen, alla övriga kvantiler (perentiler).De�nition 2 (s 215) Stikprovsvariabler är stokastiskavariabler, så de har fördelningar. På engelska säger man ofta�sampling distribution� för att göra tydligt att det ärfördelningen för en stikprovsvariabel som avses.När vi räknar teoretiskt på stikprov är det praktiskt attanvända stora bokstäver för de stokastiska variablerna oh småför deras utfall. Vi skriver alltså i fortsättningen X1; : : : ; Xnför stikprovet oh medelvärdet beteknar vi �X. Vi låter S2betekna stikprovets varians oh s2 motsv. empiriska(uppmätta, experimentella) värde.

F5-F6: Stikprovsvariabler OH 12Sats 1 (s 220) Låt X1; : : : ; Xn vara ett stikprov av denstokastiska variabeln X med väntevärde � oh varians �2. Dågäller för medelvärdet �X attE[ �X ℄ = �Var[ �X ℄ = �2nSåledes är � �X =qVar[ �X ℄ = �pnDenna storhet kallas i engelskspråkig litteratur för �standarderror�. På svenska skulle man kunna säga standardfel ellerstandardosäkerhet.Sats 2 (s 221) Om X är normalfördelad med parametrar �oh �, så är �X normalfördelad med parametrar � oh �=pn.Sats 3 Centrala gränsvärdessatsen (s 222) Om X ej ärnormalfördelad, så är ändå fördelningen för medelvärdet �X ärapproximativt normalfördelad med parametrar � oh �=pnförutsatt att antalet observationer n är tillräkligt stort.



F5-F6: Stikprovsvariabler OH 13Sats 4 (s 225) Om X antar värdet 1 med sannolikheten p oh0 med sannolikheten 1� p, så gäller� = E[X ℄ = p�2 = Var[X ℄ = p(1� p)
Sats 5 (s 226) För relativa frekvensen f=n gäller attväntevärdet är E[f=n℄ = poh att variansen är Var[f=n℄ = p(1� p)nSats 6 Då antalet observationer n är stort, så är relativafrekvensen f=n approximativt normalfördelad med parametrarp oh pp(1� p)=n.

F5-F6: Stikprovsvariabler OH 14Exempel 8 EC inbjuder till vadslagning oh säger: Jag skasingla det här myntet 100 gånger. Det är helt symmetriskt.Titta gärna på det. Om du vill att vi ska singla ett annatmynt, så är det helt ok för mig. Jag satsar 10 kr om du satsar2 kr emot, på att jag får 40 - 60 klave. Antar du vadet?Hemövning 1 Om du satsar 2 kr, hur myket tyker du attEC ska satsa för att vadet ska bli rättvist?

F5-F6: Stikprovsvariabler OH 15Nykelord i kursdelenUtfallsrum för ett slumpmässigt försök, händelse, utfallVariabler oh stokastiska variablerSannolikheterÖmsesidigt uteslutande (disjunkta) händelser, partitionBetingad sannolikhetOberoendeVenn- oh träddiagramLagen om total sannolikhet oh Bayes formelStikprovsvariablerX1; : : : ; Xn oberoende N(�; �)-variabler ) �X � N(�; �=pn)X1; : : : ; Xn oberoende oh likafördelade med väntevärde � ohstandardavvikelse � ) �X ap� N(�; �=pn) (gs)


