
F8-F9: Skattningsteori sida 1Matematisk statistik VFöreläsningsantekningarTommy Norberg17 mars 2005F8-F9: Ch 7 SkattningsteoriNykelord: punkskattning, väntevärdesriktighet, konsistens, kon�densinter-vall, t-fördelningen, prediktionsintervallCitat ur Devore & Farnum, s 271.The general objetive of statistial inferene is to use sample in-formation as a basis for drawing various types of onlusions.In an estimation problem, we want to make an eduated guessabout the value of some population harateristi or parameter,suh as the population mean battery lifetime �, the proportion �of all omponents of a ertain type that need servie while underwarranty, or the di�erene �1 � �2 between the population meanlifetimes for two di�erent types of batteries. The simplest type ofestimate is a point estimate, a single number that represents ourbest guess for the value of the parameter. Thus we might reporta point estimate of 758 hours for the population mean lifetime ofall brand X 100-watt lightbulbs; we are not saying that � = 758,only that sample data suggests 758 as a very plausible value for�.7.1 Punktskattning (s 272-275)Vi ska tänka oss att vi har en parameter, �, som vi är intresserade utav, ohatt vi har observationer x1; : : : ; xn av en variabel x, som vi vill använda tillatt skatta eller göra en begåvad gissning av �:s värde. Vi låter X beteknamotsvarande stokastiska variabel, oh antar att den har väntevärdet � ohstandardavvikelsen �.I det som följer kommer vi alltsomoftast tyst utgå ifrån att mätmetodiken ärväntevärdesriktig, d.v.s. att � = �. Då låter vi istället � betekna parameternvi observerar.



F8-F9: Skattningsteori sida 2Vi ska även studera observationsmetodikens preision. I sådana fall fokuserarvi intresset på variansen �2 oh/eller standardavvikelsen �.Exempel 1 Vi mäter en teknisk storhet (hållfasthet, sträkgräns, e dyl) somvi just nu kan kalla �, oh antar att variabeln vi observerar, x, är normalför-delad med parametrar � oh okänd standardavvikelse �. Detta innebär attvi tänker oss att x = �+ �där � är felet i en enskild mätning.Exempel 2 Vi vill bestämma en viss mätutrustnings noggranhet, så vi mäterpå en �normal� som vi vet är � enheter stor. Vi skulle kunna anta att variabelnvi observerar, x, är normalfördelad med parametrar � oh �.Exempel 3 Vi vill bestämma olyksfrekvensen för en viss typ av vägavsnitti Sverige. Den här typen av vägar är relativt vanlig, så det kostar för myketatt analysera alla. Därför väljer man ut n st oh bestämmer för var ohen av dessa frekvensen olykor under mars månad ett visst år. Här kan detvara rimligt att tänka sig att variabeln vi mäter, x, är Poissonfördelad medparameter � (enhet: olykor/månad). Uppgiften är att bestämma � med såstor noggranhet som möjligt.Exempel 4 Vi vill bestämma värdet av sannolikheten p = P (A) att en visshändelse A inträ�ar då vi gör ett slumpmässigt försök. Vi utför därför noberoende upprepningar av försöket oh låter xi = 1 om A inträ�ar i det i:teförsöket oh 0 annars.De�nition 1 (s 272) En punktskattning av en parameter � är ett reellt tal�̂, beräknat ur data x1; : : : ; xn, som vi kan använda som en (mer eller mindrebegåvad) gissning av �:s värde.En punktskattning �̂ är alltså en funktion av observationerna. Detta bety-der att den är en stokastisk variabel. Man brukar kalla sådana stokastiskavariabler som beror av ett stikprov för stikprovsvariabler.De�nition 2 (s 274) En punktskattning �̂ av � är väntevärdesriktig (�unbi-ased�) om E[�̂℄ = �



F8-F9: Skattningsteori sida 3De�nition 3 (s 275) En punktskattning �̂ av � är konsistent, omP (j�̂ � �j > �)! 0 då n!1Här tänker man sig att man, för varje n, har ett stikprov av storleken n, urvilket man beräknar skattningen �̂.Man kan visa att punktskattningen �̂ av � är konsistent, om dess varians gårmot noll då antalet observationer går mot oändligheten, d v s omVar[�̂℄! 0 då n!1Exempel 5 Medelvärdet �x är en väntevärdesriktig oh konsistent skattningav väntevärdet �, ty E[�x℄ = �oh Var[�x℄ = �2nAtt Var[�x℄ = �2=n! 0 innebär alltså attP (j �X � �j > �)! 0då n!1 för varje � > 0. Men �=Æ-jargon från matematiken gäller alltså föralla � > 0 oh för varje Æ > 0 att det �nns ett heltal n0, sådant attn � n0 ) P (j �X � �j > �) � ÆAlltså, vill vi ha ett maximalt absolut fel � > 0, så kan vi för hur litet Æ > 0som helst försäkra oss om attP (j �X � �j � �) � 1� Æom bara antalet observationer är tillräkligt många. En svårighet är att detär sällan som man på förhand vet hur många obserevationer man behövergöra.Exempel 6 Stikprovsvariansen s2 är en skattning av variansen �2 oh s ären skattning av �. Senare i kursen ska vi se s2 är väntevärdesriktig, oh vinoterar redan nu att s ej är det.



F8-F9: Skattningsteori sida 47.2-7.3 Kon�densintervall (stora stikprov) (s 276-282,285-291)Vi börjar med fallet då vi har n oberoende mätningar x1; : : : ; xn av en variabelx oh vi är intresserade utav x:s väntevärde � oh vi låter � betekna x:sstandardavvikelse.Vi punktskattar � väntevärdesriktigt oh konsistent med medelvärdet �x. Allt-så, b� = �xVi ska nu se hur vi kan m.h.a. entrala gränsvärdessatsen dra slutsaser omhur bra vår punktskattning av � är.Vi noterar först att enl gs är medelvärdet �x approximativt normalfördelatmed parametrar � oh �=pn. Approximationen blir bättre ju �er observa-tioner som görs. Man bör nog ha minst a 30 observationer.Vi ska gå igenom ett antal faktarutor i läroboken.Den första faktarutan ger formeln för ett kon�densintervall för � med denapproximativa kon�densgraden 95%. Här är z = 1:96 � 2.(Sida 278) Kon�densintervall för � med approximativ kon�densgrad95% � = �x� 1:96 s=pnRegeln förutsätter att n � 30.Vi generaliserar nu detta resonemang till godtykliga kon�densgrader.(Sida 281) Kon�densintervall för � med approximativ kon�densgrad90%, 95% eller 99% � = �x� z s=pndär z = 1:645; 1:96 eller 2:575 beroende på om kon�densgraden är 90%, 95%eller 99%. Regeln förutsätter att n � 30.Proportioner är ju okså medelvärden, så resonemanget fungerar även fördem. Byt ut medelvärdet �x mot relativa frekvensen f=n. Observera att�f=n = p



F8-F9: Skattningsteori sida 5�2f=n = p(1� p)noh att s2=n � fn(1� fn)nNu bör vi kunna förstå faktaruta på s 286 längst ned.(Sida 286) Kon�densintervall för p med approximativ kon�densgrad90%, 95% eller 99% p = p̂� zpp̂(1� p̂)=ndär p̂ = f=n är relativa frekvensen oh z = 1:645; 1:96 eller 2:575 beroendepå om kon�densgraden är 90%, 95% eller 99%. Regeln ska endast användasdå man är hyfsat övertygad om att både np � 5 oh att n(1� p) � 5 gäller.Vi generaliserar nu resonemanget till en situation där vi har två stikprovoh vi är intresserade utav di�erensen av väntevärdena.Stikprov nr 1 består av n1 mätningar av en variabel med väntevärde �1oh standardavvikelse �1. Stikprovets medelvärde beteknas �x1 oh dessstandardavvikelse s1. Analoga betekningar har vi för stikprov nr 2.(Sida 289) Fakta om fördelningen för en di�erens av medelvärden1. E[ �X1 � �X2℄ = �1 � �22. Var[ �X1 � �X2℄ = �21n1 + �22n23. �X1� �X2 är normalfördelad om de två stikproven består av normalför-delade observationer4. �X1 � �X2 är approximativt normalfördelad om stikprovsstorlekarnan1; n2 ej är för små(Sida 290) Kon�densintervall för en di�erens av väntevärden�1 � �2 = �x1 � �x2 � zs s21n1 + s22n2där z = 1:645; 1:96 eller 2:575 beroende på om kon�densgraden är approxi-mativt 90%, 95% eller 99%.Glöm inte av att stikprovsstorlekarna ej får vara för små.



F8-F9: Skattningsteori sida 67.4-7.5 Kon�densintervall i normalfördelningsmodellen (s 294-299, 302-306)Sats 1 (s 294) Om vårt stikprov består av normalfördelade observationer,så är det standardiserade medelvärdet,Z = �X � ��=nexakt normalfördelat med parametrar 0 oh 1. Om man i det byter denteoretiska standardavvikelsen � mot den uppmätta s, oh fårT = �X � �s=nhar vi istället en t-fördelad variabel med n� 1 frihetsgrader.Obs. att för �xt x > 0 gäller attP (�x � Z � x) < P (�x � T � x)& P (�x � Z � x)då antalet observationer n!1. Härur följer att om z� oh t�(n�1) uppfyllerP (Z > z�) = P (T > t�(n� 1)) = �, så gäller attz� < t�(n� 1)& z�då n!1.(sida 296) Kon�densintervall för � med exakt kon�densgrad 1� �� = �x� t�=2 s=pndär t�=2 uppfyller P (T > t�=2) = �=2 för T � t(n � 1). Här förutsätts attstikprovet består av N(�; �)-fördelade observationer.Sats 2 (s 298) Antag att �x; s vara medelvärde oh standardavvikelse av noberoende observationer x1; : : : ; xn av X � N(�; �). Låt Xn+1 vara nästaännu ej sedda observation. DåXn+1 � �xsp1 + 1=n����� x1; : : : ; xn � t(n� 1)



F8-F9: Skattningsteori sida 7(Sida 298) Prediktionsintervall Givet att de n första observationerna ärx1; : : : ; xn, gällerP ��x� t�=2 sp1 + 1=n � Xn+1 � �x+ t�=2 sp1 + 1=n� = 1� �Läs ej avsnittet om toleransintervall.(Sida 303) TvåstikprovsfalletSats 3 Låt �x1; s1 oh �x2; s2 vara medelvärde oh standardavvikelse av tvåoberoende stikprov av storlekarna n1 resp. n2 av X1 � N(�1; �1) oh X2 �N(�2; �2). Då gäller attt = �x1 � �x2 � (�1 � �2)ps21=n1 + s22=n2 ap� t(�)där � � s21=n1 + s22=n2(s21=n1)2n1 � 1 + (s22=n2)2n2 � 2(avrunda nedåt). Härur följer att�1 � �2 = �x1 � �x2 � t�=2qs21=n1 + s22=n2är ett kon�densintervall för di�erensen �1 � �2 med den approximativa kon-�densgraden 1� �.(Sida 305) Parade (bivariata) dataLåt �d; sd betekna medelvärde oh standardavvikelse för ett stikprov bestå-ende av n N-fördelade di�erenser D = X � Y . Då är�d = �d� t�=2 sd=pnett kon�densintervall för �d = �X � �Y med kon�densgraden 1� �. Antaletfrihetsgrader i t�=2 är n� 1.



F8-F9: Skattningsteori sida 87.6 Mer skattningsteori (s 309-313)I detta avsnittet läser vi bara omTrolighetsmetoden (�Maximum likelihood estimation�) (s 309-313)Exempel 7.16 (s 311) 12 st livstider10 502 9 560 11 671 12 825 8 987 7 9249 508 8 875 14 439 11 320 6 549 10 654Modell: exponentialfördelning med parameter �.Problem: Skatta �.Teoretisk lösning: Antag att du har n oberoende observationer t1; : : : ; tn avT � Exp(�). Exponentialfördelningens täthetsfunktion ärf(t) = �e��t t > 0Det följer att stikprovets täthet ärf(t1; : : : ; tn) =Yi f(ti) =Yi �e��ti = �ne�Pi tiObservera att nu har vi observerat t1; : : : ; tn, så ovanstående täthet berorbara av �, som är okänd. Stikprovets trolighetsfunktion eller bara trolighetär L(�) = �ne�Pi tiObservera att detta är en funktion av �.ML-skattningen (trolighetsskattningen, �maximum likelihood-skattningen�) av� är det värde b� som maximerar troligheten L(�). Man brukar skrivab� = argmax� L(�)Löser man detta maximeringsproblem erhållsb� = 1�tI Exponentialfördelningsmodellen gäller alltså att ML-skattningen av � ärett genom medelvärdet.



F8-F9: Skattningsteori sida 9Lösning av problemet: Vi har n = 12 observationer. Deras medelvärde är�t = 10 234:5, så ML-skattningen av � blir b� = 1=10 234:5 � 9:771� 10�5.Kontroll av modellen: Vi plottar det ordnade stikprovet normaliserat motmotsv. kvantiler i Exp(1)-fördelningen oh erhåller
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Data från ex 7.16 i D&F

Exp-fördelningen verkar inte vara någon bra modell för data i detta exempel.ML-metodenDu har n oberoende observationer x1; : : : ; xn av en stokastisk variabel X,vars täthet eller massfunktion är f(xj�) (� är en en- eller �er-dimensionellparameter oh vår uppgift är att skatta # = h(�).1) Bilda trolighetsfunktionenL(�) =Yi f(xij�)2) Maximera denna, d.v.s. sökb� = argmax� L(�)



F8-F9: Skattningsteori sida 103) ML-skattningen av # är b# = h(b�)4) Tips: Låt L(�) = lnL(�). Då gäller attb� = argmax� L(�)Det är i allmänhet betydligt enklare att maximera L(�).5) Glöm inte att kontrollera modellen, t.ex. genom att plotta de empiriskakvantilerna mot de teoretiska.ML-skattningens egenskaper (s 313)� For large n, the sampling distribution of an MLE is approximatelynormal, and the estimator is nearly unbiased with a variane smallerthan any other estimator.Exempel 7 Om det vi mäter, x, är Bernoullifördelat med parameter p, såär ML-skattningen av p, lika med p̂ =Pi xi=n = �x.


