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Poissonprocessen och extrema laster!

Denna foreldsning ska vi teoritisera lite grand pa temat ovanliga handelser. Vi
bérjar med att infoéra Poissonprocessen som ofta dr en bra modell for nar i
tiden ovanliga héndelser intriffar. Sedan ska vi m h a den s k POT-metoden
skatta storleken eller styrkan av de ovanliga héndelserna vi studerar.

Poissonprocessen

Téank dig att en viss konstruktion belastas kontinuerligt och att vi dr intresse-
rade av att registrera de tillfillen d& lasten overstiger ett kritiskt virde. Det
skulle kunna vara vagor som bryter mot en oljeborrplattform, det skulle kunna
vara vinden som blaser 6ver en skog, det skulle kunna vara koncentrationen av
en viss fororening i dagvattnet, etc. Det behéver dock inte vara nagon “man-
made“ konstruktion. T ex méter man ju stédndigt halten av olika féroreningar
i Goteborgsluften. Av intresse dr naturligtvis da att registrera de tillfillen da
luften ar sad mycket fororenad att astmatiker riskerar att bli tvugna att bescka
Sahlgrenskas akutmottagning. I exemplena ovan finns naturliga sdsongsvaria-
tioner. Sadana gar att ta hansyn till, men i den enkla analys vi ska gora ska
vi antaga att sadana ej forekommer. Ett exempel pa en ren lastprocess utan
sdsongsvariationer har du i figur 1.

Viborjar med att betrakta varje dygn for sig. Sa tdnk dig nu att vi varje dag
kl 12:00 gor forsoket att observera huruvida lastprocessen nagon gang under
det senaste dygnet har varit 6ver det kritiska virdet. Lat p; vara sannolikheten
att detta ska intréffa.

Anta att alla dessa forsok dr oberoende? och betrakta vad som hénder under
ett helt ar. Totala antalet dygn med &verskridande, X¢, ir da en binomialfér-
delad stokastisk variabel med parametrar n = 365, som &r totala antalet forsok
som gors, och sannolikheten py.

Anta nu att vi inte bara ir intresserade av totala antalet lyckade forsok X ¢
utan ocksa av hur manga som lyckas de olika manaderna under aret. D& kan vi
inféra stokastiska variabler X¢, X4, ... X% dir X¢ ~ Bin(31,py) dr antalet

Wersion 3.0
2For manga lastprocesser ir detta ett hyfsat realistiskt antagande om den kritiska nivan
ej ar for 1ag.
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Figur 1: En belastningsprocess studerad under néstan 60 dagar. Den kritiska
nivan ar 5.0

lyckade forsck i januari, X¢ ~ Bin(28, py) ér antalet lyckade forsok i februari,
etc. Observera att X¢ ..., X% #r oberoende och att X% = X¢ 4+ ... + X&,

Om py ar en liten sannolikhet &r det inte orimligt att tdnka pa samtliga
dessa stokastiska variabler som om de vore Poissonférdelade med parameter
A = npy, dir n ar antalet dagar vi méter Gver.

Observera ocksd att X? underskattar det totala antalet ganger som den
kritiska nivan 6verskridits. Vi registrerar ju bara huruvida lasten nagon gang
under det senaste dygnet overskridit det kritiska virdet.

Lat oss déarfor tdnka oss att vi 6kar upplosningen och istéllet noterar varje
hel timma huruvida lasten de senaste 60 minuterna &verskridit det kritiska
virdet eller ej. Under ett helt ar gérs nu n = 365 x 24 = 8760 oberoende férsok
och vi later X" ~ Bin(8760, p,), dér pj, dr sannolikheten for ett dverskridan-
de under en viss timma. Vi noterar att Bin(8760,p) ~ Poi(8760p,) och att
motsvarande approximation fungerar bra ocksa for de stokastiska variablerna
XP, ..., X} som anger antalet 6verskridanden de olika manaderna. Vi ténker
ju oss att p, ar vildigt liten (den kritiska nivan ar ju hog).

Nar vi fortsitter att 6ka upplosningen forst till minuter och sedan till se-
kunder, etc, for att i grins da tidsenheten gar mot 0 fa ett resultat som géller
i kontinuerlig tid, maste vi halla i huvudet att det egentligen inte dr antalet
tidsenheter med lastéverskridande som vi ar intresserade utav, utan totala an-
talet ganger lasten Gverskrider det kritiska virdet. Darfor ska vi tdnka oss att
vi bara ridknar s k uppkorsningar av den kritiska nivan, se figur 2.
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Figur 2: Belastningsprocessen i figur 1 expanderad for dagarna 22 till 27. Un-
der denna tid var lasten 6ver den kritiska nivan vid ett tillfille. Foljaktligen
uppatkorsas kritiska nivan en gang.

Foér manga lastprocesser fungerar Poissonapproximationen ovan bra &nda
och i grans da tidsenheten blir odndligt liten erhalls den s k Poissonprocessen.

Det som behover vara uppfyllt dr att uppkorsningar i disjunkta tidsinter-
vall av den kritiska nivan, kan ses som oberoende hindelser och att produk-
terna 365py, 8760pp, 525600p,,,> etc, konvergerar mot det forvintade antalet
uppkorsningar under ett ar. Obs att antalet uppkorsningar sammanfaller med
antalet 6verskridanden. Lat oss kalla detta vintevirde for 365\. Skilet till fak-
torn 365 ar att det dr praktiskt i det som foljer att tidsenheten ar dygn; A ar
alltsa forvintat antal Gverskridanden av det kritiska virdet under ett dygn.

Lat nu for ¢ > 0, X, vara antalet ganger det kritiska virdet Gverskrids
under tiden fran arets start och ¢ dagar framat. Obs att ¢ ej behover vara ett
heltal. Vi arbetar ju nu i kontinuerlig tid. Vi behéver inte heller forutsitta
att ¢ < 365. Av diskussionen ovan forstar vi att antagandet X; ~ Poi(At)
ar rimligt och att det dessutom &r rimligt att differensen X; — X;, som ger
oss antalet lastéverskridanden i tidsintervallet (¢, s], &r oberoende av X; och
Poissonfordelad med parameter A(s — t). Har ténker jag mig att ¢ < s.

Detta ar Poissonprocessens definierande egenskaper. En hiindelse i en Pois-
sonprocess kallas ofta for impuls. Vad man ska komma ihag om Poissonpro-
cessen, ar att antalet impulser i disjunkta tidsintervall &r oberoende Poisson-

3P4, Ph, Pm #r nu sannolikheten fér en uppkorsning under 1 dygn, 1 timma, 1 minut
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variabler med parametrar proportionella mot tidsintervallens ldngder. Propor-
tionalitetskonstanten A brukar kallas Poissonprocessens intensitet. I en Pois-
sonprocess ér tiderna mellan impulserna oberoende och Exp(\)-fordelade. Den
minnesgode kanske kommer ihag att vi, under en foreldsning, riknade ut att
for Exp(\)-fordelningen &r felintensiteten h(t) = f(t)/R(t) = .

Poissonprocessen dr manga ganger en bra modell for nér i tiden ovanliga
héndelser intraffar. Den ar ocksa, som vi just indikerat, ofta en vettig modell
for nar olika kontinuerliga processer 6verskrider (véildigt) hoga nivaer. Men kom
ihag att modifieringar maste géras om den kontinuerliga processen uppvisar
sdsongsvariationer.

Ovning 1) Antag att olyckor sker enligt en Poissonprocess med intensitet
A = 0.025 olyckor per dag.

(a) Bestam véntevirdet av antalet olyckor under en vecka.

(b) Bestédm sannolikheten for minst 2 olyckor under 3 péa varandra foljande
dagar.

(c) Bestdm sannolikheten for ingen olycka under 4 dagar.

I foljande 6vning antyds hur man kan forfara da sédsongsvariationer foreligger.

Ovning 2) Jirnvigsspar som ligger utmed ett vattendrag loper risk att Gver-
svimmas. Under en tidsperiod av 15 ar har man sett detta hinda 18 ganger.

(a) Skatta forvantat antal 6versvimningar under ett ar.

Av de 18 6versvamningarna skedda 1 i januari, 3 i februari, 4 i mars, 3 i sep-
tember, 4 i oktober, 2 i november och 1 i december.

(b) Fordela ut denna skattning av férvintat antal Gversvidmningar pa arets
manader.

Ovning 3) Belastningsprocessen i figur 1 Gverstiger kritiska nivan totalt 8
ganger under de 56 dagar och 4 timmar som processen studerats. Den sam-
manlagda tiden processen ar 6ver nivan dr 23 timmar. Antag att 6verskridan-
dena (dvs uppéatkorsningarna) sker efter en Poissonprocess med intensiteten A
overskridanden per dygn.

(a) Skatta A.
(b) Hur lange ar processen 6ver den kritiska nivan i genomsnitt?

For belastningsprocessen i figur 1 dr nivan 5 en varningsniva. Vi ska siga att
vi har ett tillbud da lasten gar 6ver detta virde. Katastrof blir det om lasten
fortsatter upp over nivan 6.75. Vi betecknar tillbud med 7" och katastrof med
K. Lat p= P(K|T).

Man kan visa att om tillbudsprocessen dr en Poissonprocess med intensitet
A, sa blir katastrofprocessen ocksa en Poissonprocess, men nu med intensiteten



pA. Detta ar ju valdigt naturligt, eftersom 100p% av tillbuden i det langa loppet
utvecklas till katastrofer och katastrofer dr &nnu ovanligare &n tillbud.

Ovning 4) (Fortsittning pa 6vning 3 ovan.) Processen i figur 1 Gverstiger till-
budsnivan 5, totalt 8 ganger. Vid 2 av dessa 8 tillfillen 6verskrides katastrofni-
van. Skatta den betingade sannolikheten p = P(K|T) och katastrofprocessens
intensitet Agx.

Ovning 5) I slutet av 70-talet skattades sannolikheten for hirdsmalta i Barse-
biéck till 2/10° per reaktordriftar i en utredning. En annan utredning kom fram
till det 5 ganger storre virdet 1/10*. Sannolikheten for ett okontrollerat ut-
slapp, omfattande mer dn 10% av reaktorhirden, givet hirdsmélta, skattades
till 0.2 resp 0.5 for de tva typer av lattvattenreaktorer som anvinds i Sverige.

Efter tillbudet i Three Mile Island (Harrisburg) 1979 forbéttrades sikerhe-
ten. Fortfarande bedémms dock sannolikheten for en hirdsmélta till ca 1/10°
per driftar men den betingade sannolikheten for ett okontrollerbart utslapp
givet hirdsmélta dr nu reducerad till ndgonstans mellan 1/10 och 1/100. Lat
oss, for att vara konkreta, anta att den &r p = 1/50.

Antag nu att en hirdsmaélta betraktas som tillbud 7" och en okontroller-
bar sadan som katastrof K. I detta sammanhang dr Poissonantagandet klart
rimligt. Vad blir intensiteterna for tillbuds- respektive katastrofprocessen?

Ovning 6) (Forts pa 6vning 5 ovan.) Antag att en viss typ av reaktor har en
driftstid om 30 ar.

(a) Bestam sannolikheten for ingen hirdsmélta under driftstiden.

(b) Om ett land anvénder 10 sddana reaktorer i 30 ar, vad blir d& sannolikhe-
ten for ingen hérdsmaélta?

(c) Om 10 liander anviander 10 saddana reaktorer i 30 ar, vad blir da sannolik-
heten fér ingen hiardsmaélta?

Ett intressant sétt att tinka pa Poissonprocessen ar att Fru Fortuna (slumpens
gudinna) utfor ett slumpméssigt forsok i varje (odndligt litet) tidsogonblick for
att avgora om héndelsen (1at oss kalla den A) som Poissonprocessen riaknar
intréaffar eller ej. Man resonerar da som om konvergensen i resultatet

Bin(n,p) — Poi(A) d& n — oo och np — A

redan skett. Darfor tdnker vi oss att n ar ett odndligt stort heltal och att
sannolikheten p = \/n #r infinitesimal®. D4 erséitts grinsvirdesresultatet ovan
av likheten Bin(n, p) = Poi()).

Téank dig nu att Fru Fortuna utfoér n oberoende forsok, i vilka hon observerar
huruvida A intraffar eller ej, under tiden fran 0 till 1. Nu &r n odndligt. Varje

4ordet infinitesimal betyder o#indligt liten



tids6gonblick maste da vara dt = 1/n langt och i tidsintervallet [0,¢] hinner
hon med nt oberoende forsék. Antag vidare att sannolikheten att A intréffar
ar p = Adt i varje enskilt forsok. Om alla kasten dr oberoende, blir antalet
ganger som myntet landar med krona upp Bin(nt,p) = Poi(\t), ty ntp =
ntAdt = At (obs att nt € nodvandigtvis ar ett heltal och att detta inget
betyder i argumenteringen, dirfor att (nt £ 1)p = A\t £ p &r infinitesimalt nira
At, (p = Adt &r ju infinitesimal)).®

Peaks Over Threshold (POT)

I 6vning 4 ovan skattades den betingade sannolikheten for katastrof med en
metod som man brukar kalla parameterfri. Vi ska nu skatta samma sannolikhet
med en parametrisk metod baserad pa Paretofordelningen.

Vi ska antaga att maximala nivan under ett 6verskridande av tillbudsni-
van 5 foljer en Paretofordelning och att maxima fran olika 6verskridanden ar
oberoende. Det finns teoretiska skél for dessa antaganden. Tathetsfunktionen
for en Paretoférdelad stokastisk variabel X, som bara antar virden > 5, ar

falT) =22 (5) ", w25

och medelst integration far vi
oo e l—a
1= FiT) = P(X > alT) = [ fDdy=(5) " 225

(obs att a > 1). Tanken &r att skatta parametern « och sedan sannolikheten
p= P(X > 6.75|T) m h a maxvirdena fran de 8 6verskridandena:

6.85 5.11 5.61 5.28 6.87 6.40 5.16 5.12

Vi ska skatta oo med "maximum likelihood”-metoden®, som nimndes i an-
teckningarna om Bayesiansk uppdatering. Darvid bildas forst den s k "likeli-
hooden” eller troligheten som jag tycker ar en bra svensk éversidttning. Trolig-
heten ar produkten av observationernas resp téitheter evaluerade i sina obser-
vationer:

Loy, ..., 2,) = Hf(xz)

5Resonemanget bygger pa s k icke-standard-analys, som #ir en pur firsk typ av matematik,
dir man riknar med odndligt stora och odndligt smé tal som om de vore vanliga reella tal.
6Kallas ibland ML-metoden och ibland trolighetsmetoden



(x1,...,2, betecknar hér stickprovets virden; produkt blir det eftersom vi
tanker oss att de olika 6verskridandena dr oberoende av varandra). Trolighets-
skattningen av « ar det virde & som maximerar troligheten:

& = argmax L(; 21, - .., Tp)
o

Obs att & beror av observationerna z, ..., x, och ir darfor en stickprovsvari-
abel.

Den hér typen av maximeringar dr numera enkla att genomféra numeriskt
eftersom vi har tillgang till mycket kraftfulla matematik-program som Matlab,
Mathcad, m fl. Med Mathematica erholl jag

&~ 8.105

och nir jag stoppar in detta virde pa a i uttrycket
6.75\ *
p=P(X >6.75|T) = (T) =1.35'"

far jag skattningen
p~0.119

Jfr med p = 0.25 (se 6vning 4 ovan). Man kan och bor fundera Gver om vara
tva skattningar p = 0.25 och p = 0.119 av p = P(K|T) &r motstridiga eller ej.

Jag tror inte att de &r det. For det forsta, sa dr 2 Overskridanden i detta
sammanhang néra 1 6verskridande och 1/8 = 0.125 ~ 0.119. For det andra,
antag att katastrofnivan istéllet for 6.75 vore 7. Da skulle den parameterfria
skattningen av p = P(K|T) bli p = 0 (vi har ju inga observationer 6ver nivan
7), medan den parametriska skulle bli

7 1-& A
P = (5) =1.4"7%~ 0.092

Ett annat sétt att bilda sig en uppfattning om kvaliteten i den parametriska
skattningen av p = P(K|T) &r att plotta data mot kvantiler (s k kvantil-plot)
m a p den anpassade férdelningen som har o = 8.105. Rékna sjilv ut att de
atta (teoretiska) kvantilerna svarande mot sannolikheterna

1/16,3/16,5/16,7/16,9/16,11/16,13/16,15/16

ar
5.05 5.15 5.27 5.42 5.62 5.89 6.33 7.39



(P(X <5.05) =1/16, P(X < 5.15) = 3/16, etc.) Motsvarande datpunkter ar
9.11 5.12 5.16 5.28 5.61 6.40 6.85 6.87

Kvantil-plotten visas i figur 3. Kurvan &r inte sa linjar som man kanske skulle
onska sig. Fast man ska inte vinta sig att kvantil-plotten blir valdigt linjar nar
man endast har 8 datapunkter att anpassa till. For att fa en uppfattning om
olinjariteten dr vad man kan forvinta sig, simulerade jag 8 observationer av
en Paretofordelning med o = 8.105 och plottade dessa mot samma teoretiska
kvantiler. Den plotten visas i figur 4. Det gar inte att dra definitiva slutsatser av
denna enda simulering, men nog verkar den simulerade kvantil-plotten aningen
mer linjar. Eller?

Den parameterfria skattningen av p = P(K|T) &r tydligen betydligt kénsli-
gare for valet av katastrofniva. Om nu den skulle ga att vilja. En annan podng
med POT-metoden ar att med den kan vi skatta p = P(K|T') dven nar vi inte
har observerat nagra tillbud som utvecklades till katastrofer.

Ovning 7) Anvind den parametriska skattningen av p = P(K|T) till att
skatta intensiteten Ag i katastrofprocessen (jfr 6vning 4).

Ovning 8) Antag att du har ett stickprov z1, ..., z, pa en stokastisk variabel
X med Pareto-téithet

(a) Bestam troligheten L(«; 1, ..., Ty).
(b) Bestdm log-troligheten, alltsd L(«) = In L(a; x1, ..., Zy,).
(c) Derivera log-troligheten map pa a.
(d) Lés ut « ur ekvationen
0L ()
O

(e) Overtyga dig om att du har hittat det globala maximat.

=0

(f) Berdkna trolighetsskattningen & genom att plugga in de n = 8 maxima i
din formel.

Har foljer ytterligare nagra 6vningar pa trolighetsmetoden. Fundera efter varje
ovning pa om du tycker att resultatet ar rimligt eller ej.

Ovning 9) Antag att du har ett stickprov z1,...,z, pa X ~ E()\). Hirled
trolighetsskattningen av A.

Ovning 10) Antag att du har ett stickprov z,, ..., z, pa X ~ Geo(p). Hirled
trolighetsskattningen av p. Hur bar man sig at for att fa ett stickprov bestaende
av n observationer pa Geo(p)?
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Figur 3: Kvantil-plot av anpassningen av 6verskridandedata till Paretofordel-
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Ovning 11) Antag att du har ett stickprov zy,...,z, pa X ~ Bin(1,p).
Harled trolighetsskattningen av p. (Ledning: y = ). x; &r en observation pa
Y ~ Bin(n,p).)

Ovning 12) Antag att du har ett stickprov 1, ..., z, pa X ~ N(u, o). Hirled
trolighetsskattningen av (u, o?).

Det finns andra metoder &n trolighetsmetoden som man kan anvinda till att
hérleda skattningar. En sadan &r momentmetoden. Hur den fungerar fér Pa-
retoférdelningen ska vi ga igenom nu.

Paretofordelningens véntevirde ar

[

_a—l

U

Coa—2
Obs att hiar maste v > 2. Annars &r inte integralen konvergent. Inverterar vi

uttrycket kan vi uttrycka «, som vi soker, i u, som skattas av x, och u, som ar
kiant. Vi far att

20 —u
o=
©w—u
Momentmetodens skattning av « dr déarfor
~ 2x—u
o= —
T—u

I exemplet med lastprocessen géller u = 5 och ¥ = 5.8, vilket ger momenskatt-
ningen & = 8.25. Jifr med trolighetsskattningen & = 8.105.

Vilket av dessa tva vidrden som bist approximerar det sanna virdet ar
svart att siga. En sitt att ta reda pa detta dr medelst simulering. Man gor da
manga upprepade simuleringar av n = 8 observationer pa en Paretoférdelning
med v = 5 och, t ex, a = 8.2. I varje simulering berdknas trolighets- och
momentskattningen av a. Sedan jimfores resultaten.

Ovning 13) Antag att du har ett stickprov z1,...,z, pia X. Hirled mo-
menskattningen av parametern (parametrarna) i X:s fordelning, om X &r

(a) E(})

(b) Geo(p)

(¢) Bin(1, p)

(d) N(p,0)

I konstruktionssammanhang &r man ofta intresserad av s k dterkomstniva-
er. Man definierar t ex 100-dygnssnivin x190 som den niva som i genomsnitt

10



overskrides en gang pa 100 dygn. Vi ska nu visa har man kan skatta x;qq for
lastprocessen vi studerar. Obs forst att x199 > 5, ty nivan 5 Gverstigs i snitt 1
gang pa 1/0.142 ~ 7 dygn.

Beteckna med K’ hindelsen att lastprocessen overstiger nivan xigo. VAart
krav pa z190 innebér att 0.142P(K'|T) = 1/100, vilket ger P(K'|T) ~ 0.0702
och ur P(K'|T) = (z100/5)'~* far vi att

T100 =5 - P(K'|T)Y 1) ~ 7.27

(")vning 14) Bestiam x50 och x99 for lastprocessen vi studerar.

Ovning 15) Lat Y; beteckna en viss fonds slutkurs dag ¢. Antag att de procen-
tuella kursférandringarna X; 1 = 100(Y;41 — Y;)/Y; &r oberoende stokastiska
variabler. Under 100 pa varandra féljande bérsdagar har kursen vint nedat
med mer dn 2% 8 ganger.

(a) Skatta poy, = P(X; < —2).
De 8 kursforiandringar < —2% var

—231 —210 —229 —238 —244 —254 —2.64 —2.33

Man vill skatta sannolikheten f6r en kursminskning om minst 4% trots att inga
sadana kraftiga nedgangar observerades och gor darfér Pareto-ansatsen

-«
P(—Xt>x\—Xt>2):(g) 2> 2

(b) Skatta « och déarefter pyo, = P(X; < —4).

Ovning 16) (Forts pa ovanstaende uppgift.) For hela datamingden i ovansta-
ende uppgift erholls medelvirdet £ = 0.157 och standardavvikelsen s = 1.334.
Antag att X;-variablerna ar oberoende normalvariabler. Berdkna ur stick-
provsvariablerna x och s skattningar av

(a) poy = P(X; < —2),

(b) pay, = P(X; < —4).

Data till ovanstaende tva Gvningar simulerades fran N(0.2,1.2)-férdelningen.
Vi kan darfor jamfora resultaten fran ovanstaende tva 6vningar med de sanna
virdena poy, = P(X; < —2) = &(—1.833) & 0.0334 och psyy, = P(X; < —4) =
®(—3.5) ~ 0.000233.

Ovning 17) I 6vn 15 ansattes Paretomodellen P(—X > z| — X > 2) =

(z/2)'7*, z > 2 och vi sig att o ~ 6.84, samt att P(—X > 2) ~ 0.08. Bestdm
approximativt

(a) x50, alltsd den negativa kursférdndring som i genomsnitt 6verskrids 1 géng

11



pa 50 dagar,
(b) mas0.

Sammanfattande synpunkter

Vi har inf6ért Poissonprocessen for att kunna modellera nér i tiden ovanliga
handelser intriffar. Vill man dessutom modellera styrkan av de ovanliga hén-
delserna dr Paretoantagandet vi gjorde inte odvet. Beteckna tillbudsnivan med
u. Lat X beteckna totala nivan pa ett tillbud, vilket som helst. Da géller,
analogt med ovan, att tatheten for X ar

fuwy:“_lﬁﬁﬂ,x>u

U U B
och, medelst integration, fas

1-F@@pﬂ%X>ﬂﬂ:(%f”,x>u

Ovning 18) Om o = 9 och tillbudsnivan &r u = 10, vad blir p = P(X > v|T)
om katastrofnivan v ar (a) 12 resp (b) 137

Ovning 19) Antag att o = 6 och att tillbudsnivan &r u = 15. Hur stor &r
katastrofnivan v om i genomsnitt 1 tillbud av 3 resulterar i katastrof?

Genom att argumentera som i évning 8 inses att trolighetsskattningen av « ar

=1+

2 In(zi/u)

Vi tanker oss har att vi har sett n tillbud med respektive nivaer x4, ..., z,.

Ovning 20) Trolighetsskatta o om det &r kiint att v = 10 och man har
overskridandena

(a) 10.24, 20.04, 11.69, 10.41, 13.63, 11.06.
(b) 14.60, 10.56, 10.11, 10.67, 11.92, 12.17.
(c) Fundera sjélv pa hur virdena i dataméngden péaverkar skattningen av .

Paretofordelningen har en generalisering, som brukar definieras i termer av
sjdlva overskridandet (excess pa engelska) ¥ = X — u. Den generaliserade
Paretofordelningen uppfyller

y\ 1/
Hy>yp:@+y—) L y>0
(o2
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Héar ar o ar en skalparameter och 7 dr en parameter som definierar formen pa
fordelningen. Jfr med den vanliga Paretoférdelningen

i l—a
P[X>x]:(—> , T>U
u

som bara har en parameter «. Vi har alltsa att Y 4+« = X. Vi kan skriva om
den vanliga Paretoférdelningen m h a detta samband. Da fas

y 11—«
Py > y] = (1+—) >0
u
Den vanliga Paretoférdelningen &r alltsa dven en generaliserad sadan. Sam-

bandet mellan parameteruppséittningarna u, a och 0,7, fas ur ekvationerna
l—a=-1/yoch1l/u=~/o til

a—1

Observera att det finns flera orsaker” till att manga statistiker tycker att
det dr battre att anpassa "peaks over threshold”-data, som den datamingd vi
tittat pa under denna forelésning, till den generaliseade Parameterférdelning-
en. Skilen till att jag ovan anpassat data till den vanliga Paretofordelningen
ar mestadels pedagogiska.

Observera ocksa att vi inte studerat hur man bedémmer osdkerheten i
skattningarna. Till att gora ocksa detta racker inte en foreldsning.

Reklam

Det finns en E-kurs kallad Stationdra stokastiska processer som den som vill
ldra sig mer om stokastiska processer i kontinuerlig tid, med fordel kan ta.
Inom TM-programmet finns en kurs i tidsserieanalys i vilken man bl a tittar
pa s k ARMA-modeller for stokastiska processer i diskret tid.

Facit till 6vningarna

1) (a) 0.175 st/vecka (b) ca00027( ) ca 0.90
2) (a) A = 18/15 = 1.2 st/ar (b) Ay & 0.067, Ay = 0.200, Ay & 0.267, A, =
/\5—/\6—/\7—/\8—0 /\9—0200 /\10~0267 /\11~0133 A2 ~ 0.067

“som vi inte gar in pa hir
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st/méanad

3) (a) A~ 0.142 &verskridanden per dygn (b) 7 ~ 2.88 timmar

4) p = 0.25, Ak ~ 0.0356 per dygn

5) A\ ~ 1/10°, A\ &~ 2/107 impulser per driftsar

6) (a) e 319" & 0.9997 (b) e 39/10° & 0.997 (c) e 309/10° ~ (.97 (Obs att i
alla tre fallen fungerar approximationen e~* &~ 1 — x bra.)

7) Ak = 0.0169

8) (d) a=14+n/>,In(z;/5) (f) &~ 8.105

NA=1/z

10) p=1/z

1) p=1

12) j=7, 6% = (n—1)s*/n

B)y(@A=1/zb)p=1/z(c)p=7 () o =2z, 6°?=(n—1)s*/n =

6.59 resp 8.01

(a) peg; = 0.08 (b) med trolighetsskattningen & a2 6.837 blir ps9, ~ 0.00140,
med momentskattningen & =~ 7.281 blir pyy ~ 0.00103

6) (a) ~ 0.0529 (b) ~ 0.000916

7) (a) z50 ~ 2.54 (b) 250 ~ 3.34

8) (a) p~0.23 (b) p~0.12

v 18.7

0) (a) & ~ 5.526 (b) & ~ 7.812

Tack till

Joachim Johansson for flera vettiga synpunkter pa en tidig version.
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