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Introduktion till stokastisk simulering!

Vi lar oss forst en standardmetod som alltid gar att tillimpa, men som kan
vara berdkningsmassigt ineffektiv i vissa situationer. Sedan ska vi titta pa hur
man med probabilistiska metoder kan hantera flera viktiga specialfall.

Slumptal

Slumptal uq, us, . . . genereras rekursivt i datorer av speciella programkomman-
don. I Matlab tilldelar kommandot rn=rand (1:5) filtet rn en vektor bestaende
av b st slumptal. Men observera att sekvensen uy, us, ... ar helt deterministisk.
Den ar dock konstruerad i syfte att verka totalt slumpmassig och sa att varje
u; antar varje virde i enhetsintervallet (0,1) med lika stor sannolikhet. Detta
kan goras mer eller mindre bra och man bér vara lite uppmérksam nir man
boérjar arbeta i ett nytt programsprak, vars slumptalsgenerator man inte har
tidigare erfarenhet av.

Det innebér praktiskt att om man har 1atit sitt program generera 5 st slumptal
u1,...,us sa kan vi tidnka oss dem som 5 st oberoende observationer av en
stokastisk variabel U, som &r likformigt férdelad pa (0,1). Jag paminner om
att U ar likformigt fordelad pa (0, 1), vilket ofta skrives U ~ U(0, 1), om U':s

tathetsfunktion ar
1l om O<u<xl

f(“’):{o £.5

Notera ocksa att U:s fordelningsfunktion ar

0 om u<0
Fuy=PU<u)=¢ v om 0<u<l
1 om uw>1

Att tva slumptal uy, ug dr oberoende observationer av U ~ U(0, 1), betyder att
den betingade férdelningen for den andra, U, givet den forsta, Uy, fick virdet
uy ej beror av u;. M.a.o.

foaineus (U2) = fu,(u2) =1, 0<uy <1

1Version 1.0



(I ord: den betingade tdtheten for U,, givet att U; = wuy, beror ej av u;.)
Beteckningen fy,|y, =y, (u2) dr klumpig. Ofta 4r det vettigare att istéllet skriva,
f(ug|uq), trots att detta av ménga matematiker anses slarvigt. Att f(us|u1) €j
beror av u; innebar da helt enkelt att

fuzgluy) = f(uz)

dér vi skrivit f(ug) istallet for det klumpigare fy,(us).

Ett matematiskt ekvivalent sidtt att uttrycka oberoendet dr att den gemen-
samma tatheten for uq, us faktoriseras enl.

foo v (U1, u2) = fu, (u1) fop(ue) =1, 0<ug,us <1

Ocksa hir ar det ofta enklare (och béttre) att skriva f(ui,us) istéillet for
Jor,us (U1, ug), f(uy) istéllet for fy, (uq) och, som i féregaende stycke, f(us)
istallet for fy,(usz). Att variablerna uy, us dr oberoende innebar da helt enkelt
att

fuy,uz) = f(ur) fuz)

Man kan mycket vél tanka sig att tva U(0, 1)-fordelade variabler ej dr oberoen-
de. Ett trivialt exempel fas genom att lata U; vara U(0, 1)-férdelad och sitta
U, = U;. Nedan foljer ett liknande, men aningen mer komplicerat exempel pa
tva beroende U(0, 1)-fordelade variabler.

Exempel 1: Antag att Up, Us har tiatheten f(ui,us) =2 da 0 < ug,us < 0.5
eller 0.5 < uy,us < 1. M.a.o., Uy, U, ar likformigt férdelad pa unionen av de tva
rektanglarna (0,0.5) x (0,0.5) och [0.5,1) x [0.5,1). D& géller att bade U; och
U, ér U(0,1). (Rita figur och ténk!). Marginalférdelningarna &r alltsa U(0, 1).
Men observara att U; och U, dr ej oberoende. Har man observerat virdet av
U; sa vet man vilken av héndelserna 0 < Uy < 0.5 och 0.5 < U; < 1 som har
intréffat. [l

Ovning 1) Visa att marginalférdelningarna fér den bivariata férdelningen i
exemplet ovan &r just U(0,1).

Simulering av diskreta stokastiska variabler

Antag att X kan anta de tre virdena 1, 2, 3 med sannolikheterna p; = 0.25, p; =
0.40, p3 = 0.35. Vi borjar med att konstruera en stokastisk variabel med samma
fordelning som X. Tag U ~ U(0, 1) och definiera

(1 da U<025
X={2 da 025<U <065
3 da U>0.65
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Att X och X har samma fordelning kan skrivas X£Xx.

Om w nu ar ett slumptal, sa dr u, enl. ovan, en simulerad observation av U.
Men da &r ju z, definierad av

1 da u<0.25
2 da 0.25<u<0.65
3 da u>0.65

X

. . > . = d
en simulerad observation av X och ocksa av X, eftersom X = X.

Om nu X allmént har utfallsrummet 1, xo, ... och P(X = z;) = p;, si kan vi
simulera en observation x av X, genom att generera ett slumptal u och lata

z; da u<p
o da p1 <u<p+po
z3 da p1+p2<u<p +ps+Dps

Nagot bevis av detta behovs knappast. Det riacker att referera till argumenta-
tionen i specialfallet ovan.

I nagra 6vningar i detta héfte ska du ge som svar en algoritm fér nagon slags
stokastisk simulering. Atminstone i en del fall &r det praktiskt att ge svaret i
form av ett Matlab-program.

Ovning 2) (a) Ge en algoritm for simulering av ett kast med en symmetrisk
sex-sidig tarning. (b) Antag att tdrningen dr osymmetrisk pa ett sddant satt
att sannolikheten for 6:a ar f6rhéjd med 10% och sannolikheten fér 1:a ar
minskad med motsv. belopp och Ovriga sidor har oféréndrade sannolikheter.
Ge en algoritm for simulering av kast med en sadan térning.

Ovning 3) Ge en algoritm for simulering av en Bin(4, 0.2)-fordelad stokastisk
variabel.

Ovning 4) Ge en algoritm for simulering av en Poi(2)-fordelad stokastisk
variabel.

Vissa stokastiska variabler, som de Bin(n, p)-fordelade, har en probabilistisk
tolkning som man kan anvinda i en simulering. For att exemplifiera tekniken
ska vi ge en altyernativ 16sning till 6vning 3 ovan. Lat X ~ Bin(4,0.2). Da
kan vi tinka oss X som antalet lyckade forsok utav n = 4 oberoende, dar
sannolikheten for att ett visst forsok ska lyckas ar p = 0.2. Generera n = 4
slumptal uq,...,u, och lat x vara antalet 7 sddana att u; < p = 0.2. Da ar x
en simulerad observation av Bin(4, 0.2)-fordelningen.
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Matlab-tips

I "Statistics toolbox” finns kommandon fér berikning av de vanligaste av de
diskreta mass- och fordelningsfunktionerna. Kommandot help stats ger en
forteckning 6ver alla tillgdngliga kommandon. Jag ndjer mig med att ndmna
hér binopdf och binocdf samt poisspdf och poisscdf, med vars hjilp man
kan berdkna binomial- och Poissonsannolikheter. Anvind help-funktionen for
att ta reda pa hur de ska anvidndas och vad de gor.

I Matlab finns &ven kommandon for generering av t.ex. binomialférdelade och
Poissonférdelade slumptal. Det dr inte meningen att man ska anvinda denna
typ av kommandon i 16sningarna till 6vningarna i detta hifte. Ovningarna syf-
tar ju till att man ska bygga upp en viss forstaelse for hur sdidana kommandon
fungerar.

Simulering av kontinuerliga stokastiska variabler

Antag nu att den stokastiska variabeln X &r kontinuerligt fordelad med tathet

f(z) och fordelningsfunktion F(z). Vi borjar med att konstatera att om X L
h(U), dar U ~ U(0, 1), sa dr x = h(u) en simulerad observation av X om u ar
ett slumptal.

Sambandet mellan f(x) och F(z) &r

f@=F@) & Fo = [ " fw)dy
Dessutom galler
F(z) = P(X < )

Vi ska anta att F'(z) &r stringt vixande. Da existerar en entydigt bestdmd
invers F~1(p) (som ibland kallas kvantilfunktionen), definierad av att

p=F() & z=F"(p

och det géller att
F'(p)<z & p<F(z)

Det finns ett resultat, som ibland kallas simulerarnas huvudsats, som séger
att om U ~ U(0, 1), s& foljer att den stokastiska variabeln X = F~'(U) har
samma fordelning som X. Beviset dr mycket enkelt:

P(X<z)=P(F'(U)<z)=PU<F(z))=F(z) = P(X <z)

Tva variabler som har samma fordelningsfunktion har naturligtvis ocksa sam-
ma téthet. Den senare dr ju derivatan av den forra.
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Resultatet séiger att om u dr ett slumptal och z = F~!(u), s &r z en simulerad
observation av X. Observera att x fas genom att man l6ser ekvationen u =
F(z) for ett givet slumptal u. Ibland ar detta mycket enkelt. Ibland far man
ta till numeriska l6sningsmetoder.

Exempel 2: Antag att 7' ~ Exp(A). Da &r T':s tathet och fordelningsfunktion

fit)=Xxe™ t>0

¢
F(t)=/)\e_)‘sds:1—e_)‘t, t>0
0

Observera nu att

u=F(t) & tz—iln(l—u)

Saledes ar t = —(1/A)In(1 — u) en simulerad observation av 7" om u &r ett
slumptal. Men notera att om w ar ett slumptal, sa ar 1—u det likasa. Saledes kan
vi i formeln ovan ersidtta 1 —u med u, och erhaller den ur berdkningssynpunkt
nagot mer ekonomiska regeln

for simulering av Exp(\). O

Ibland gar det emellertid inte att explicit 16sa = ur v = F(z). Da far man
anvinda numeriska ekvationslosningsverktyg. Ett exempel pa detta &r nar X
ar normalfordelad, ty da ar

z 1 2 2
—xV2mo

Inversen till denna funktion gar inte att explicit berdkna, men det &r natur-
ligtvis inget problem att numeriskt 16sa x ur

u:/m ! e~ W-m?/20% gy,
—cV2To

for slumptal u. Att det finns andra enklare sitt att simulera normalférdelade
observationer aterkommer vi till.

Observera ocksa att det finns fall da fordelningsfunktionen F'(z) €j dr striangt
vixande. Aven da giller simulerarnas huvudsats, men man maste vara extra
forsiktig da man 16ser = ur u = F(z).



De flesta slumptalsgeneratorer behover initieras. Man har da mdjlighet att
antingen ge ett forutbestamt s.k. fr6 ("seed” pa engelska). Fordelen med detta
ar att man ska kunna upprepa en simulering och fa exakt samma resultat.
En andra mdjlighet &r att ge ett totalt slumpmaissing fr6. Det bér man gora
vid produktionskorning, men det kan vara en god idé att spara fréet, sa att
korningen kan goras om. I Matlab kan man ge ett slumpmaéssigt fré sa hér:
seed=sum(100*clock) ; rand(’state’,seed);

Ovning 5) Senare i kursen kommer vi att stéta pa Pareto-fordelade stokastiska,
variabler. Paretofordelningen parametriseras nagot olika i olika sammanhang.
I haftet om Poissonprocessen och extrema laster har jag valt att parametrisera
den si att tdtheten blir

a—1y/zx

f(z) = (—)_a, T>u

u u

dédr u > 0 och a > —1. Hirled en algoritm fér simulering av observationer av
stokastiska variabler med denna téthet.

Ovning 6) Den s.k. generaliserade Paretofordelning har fordelningsfunktionen

-1/
Fi2)=1-(1472) ", 2>0& 147> >0
o o

For parametrarna o (som ger skalan) och y (som ger férdelningens form) géller
>0, —co<y<o0

Observera att da v = 0 ir F(z) = 1 — lim,,¢(1 + yz/0)™/7 =1 — 7%/ for

x > 0. Det &ar bara da v < 0 som kravet 1+ yz/o > 0 innebédr en begrinsning.

Da giller att en generaliserad Paretovariabel har utfallsrummet 0 < z < —o /7.

Annars dr utfallsrummet z > 0. Hérled en algoritm for simulering av observa-
tioner fran den generaliserade Paretoférdelningen.

Simulering av oberoende observationer

Antag att vi ska simulera n oberoende observationer av en stokastisk variabel
X med téthet (eller massfunktion) f(x) och férdelningsfunktion

Fla) = / f(2) dz
Da genererar vi helt enkelt n slumptal u; och l6ser x; ur
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Da ar z4,...,x, oberoende observationer av X.
Ovning 7) Skriv en algoritm (eller ett Matlab-program) for simulering av n
oberoende observationer av en Exp(\)-variabel.

Ovning 8) Skriv en algoritm (eller ett Matlab-program) for simulering av obe-
roende observationer z1, Z, . . . av en Exp())-variabel, som avbryts da > | z; >
1 forsta gangen.

Simulering av beroende observationer

Lat f(z,y) vara bivariat tathet (i det kontinuerliga fallet eller massfunktion i
det diskreta fallet) for de tva stokastiska variablerna X, Y. Definiera

flz) = /f(w,y) dy
R
(i det diskreta fallet, ersdtter vi integrationen med motsv. summation) och

f(z,y)
f(z)

Da ar f(z) X:s tathet och f(y|z) &r den betingade tétheten for y givet att
X = z. Motsv. fordelningsfunktioner ska vi beteckna F'(z) och F(y|z).

flylz) =

Borja simuleringen av det bivariata paret X, Y med att simulera en observation
x av X. Enl. vad som sagts ovan gors detta genom att vi genererar ett slumptal
u och 16ser z ur ekvationen u = F(z). Nu kan vi tinka oss att vi vet att X = x
och Y:s betingade téithet ar da f(y|z). Simulerar vi en observation y fran
denna téthet, sa foljer att x,y &r en simulerad observation av X,Y. Detta
sker genom att vi genererar ytterligare ett slumptal v och sedan léser y ur
ekvationen v = F(y|z).

Alltsa: vid simulering av tva stokastiska variabler X, Y, generera tva slumptal
u, v och 16s forst  ur u = F(x) och sedan y ur v = F(y|z).

Antag nu att f(z,y,z) ar tathet for trippeln X, Y, Z. Vi bildar forst X,Y:s
gemensamma téathet

faw) = [ Fo.) s
R
Sedan bildar vi den betingade fordelningen for YV, givat att X = z,Y =y, enl.

flz,y,2)
f(z,y)

Lat F(z|z,y) vara motsv. férdelningsfunktion. Ska vi simulera en observation
av trippeln X,Y, Z borjar vi med att generera tva slumptal u,v och ridkna

f(z|z,y) =
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fram x,y enl. ovan. Sedan genererar vi ytterligare ett slumptal w och loser z
ur ekvationen w = F(z|z,y). Da &r trippeln z,y, z en simulerad observation
av X, Y, Z.

Alltsa: vid simulering av tre stokastiska variabler X, Y, Z, generera tre slumptal
u,v,w och 16s férst x ur u = F(z), sedan y ur v = F(y|z) och till sist z ur
w = F(z|z,vy).

Det torde nu vara helt klart hur man bér sig at fér att simulera fler dn tre
beroende observationer.

Probabilistiska metoder

Ovan har vi lart oss generell metod att simulera oberoende savil som beroende
observationer av slumpmaéssiga fenomen. Nu ska vi titta pa nagra speciella
situationer.

Simulering av X ~ Bin(n,p)

Vi kan tdnka oss att X ar antalet lyckade utav n oberoende forsok, dar varje
forsok lyckas med sannolikheten p. Generera n slumptal uq,...,u,. Antalet 7
sadana att u; < p dr en simulerad observation av Bin(n, p)-fordelningen.

Simulering av X ~ Geo(p)

Generera succesivt slumptal u;. Sluta da u; < p intraffar for forsta gang-
en. Antalet genererade slumptal u; dr en simulerad observation av Geo(p)-
fordelningen.

Simulering av X ~ Exp())

Har vi studerat i exempel 2 ovan. Jag paminner om att z = (—Ilnwu)/\ &r en
simulerad observation av Exp(\)-fordelningen om u dr ett slumptal.
Simulering av X ~ Poi(})

Berékna successivt x; enl. z; = (—Inwu;) /A, dir uq,us, . .. ar slumptal. Sluta
da >, x; > 1 for forsta gangen. Om z 4r antalet genererade slumptal, sa &r
x — 1 en simulerad observation av Poi(\).



Simulering av X ~ N(y, o)

Anviand Box-Mullers metod, som séger att z1, 2o, givna av

21 = vV—2Inu; cos 2mus
29 = v/—21Inuy sin 2mus
kan betraktas som oberoende observationer av N(0,1) om u;, us &r slumptal.

Da ar 1 = p+ 0z, och x9 = i+ 025 en simulering av tva oberoende observa-
tioner av N(u, o).

Simulering av X ~ LN(y,0)

Anvind att X ~ LN(u,0) om, och endast om, ¥ = InX ~ N(yg,0). Sa
simulera en observation y av Y, t.ex. m.h.a. Box-Mullers metod (se ovan), och
lat x = e¥. D& dr x en observation av X ~ LN(pu, o).

Simulering av X1, Xy ~ N(u1, po; 01, 02, p)

Anvind Box-Mullers metod (se ovan) for att simulera tva oberoende observa-
tioner zj, zo av N(0, 1). Bilda sedan

T1 =+ 0121

och 1at -
2

Ty = M2 +,00—($1 — 1) + 02y/1 — p? 2
1

D& &r z1,7, en simulerad observation av N(p1, o; 01,09, p). Observera att
—1 < p <1 och att det ar bara da p = 0 som observationerna ar oberoende.
Observera ocksa att observationerna dr linjart beroende ifall p = +1.

Ovning 9) Visa att om Z;, Z, ir N(0,1) och oberoende, sa ir paret X, Xo,
givet av
X1 =m+0o17

Xy = o+ 02p Zy + 098/ 1 — p* Z

N(u1, po; 01, 09, p)-fordelat. (Ledning: Linjarkombinationer av normalférdelade
variabler dr normalfordelade.)
Svar eller 16sningar till 6vningarna

1) Av symmetrin foljer att Uy 4 Us. Den forras tathet ar f(uy) = fRf(ul, Us) dug.
Om 0 < uy < 0.5 far vi att f(uy) = f00'5 2duy =1 och om 0.5 < wuy <1 far vi



istéllet f(u;) = f01_5 2duy = 1. Viser att f(uy) =1 for 0 < uy < 1, vilket visar
att Uy ~ U(0,1).

2) (a) x = [6u — 1], dér [y] betyder heltalsdelen av y. (b) Tex. z = 1 &
u<9/60, 2 =6 9/60<u<20/60=2/61=32/6<u<3/6 x=4
& 3/6<u<4/6,x=5<4/6<u<b/6,x=6<u>>5/6.

3) Bin(4,0.2) har massfunktionen p(k) = 4!/(k!(4 — k)!) 0.2F0.8*F for k =
0,1,2,3,4. Lat z = 0 da u < p(0) = 0.4096, z = 1 da 0.4096 < u < p(0) +
p(1) = 0.8192, z = 2 da 0.8192 < u < p(0) + p(1) + p(2) = 0.9728, z = 3 da
0.9728 < u < p(0) + p(1) + p(2) + p(3) = 0.9984 och z = 4 da u > 0.9984.

4) Poi(2) har massfunktionen p(k) = e™22%/k! for k = 0,1,.... Om vi ndjer oss
med 4 decimalers noggranhet blir algoritmen: Lat x = 0 da u < p(0) = 1353,
2 = 1da 01353 < u < p(0) + p(1) = 0.4060, z = 2 da 0.4060 < u <
S22 ,p(i) = 0.6767, z = 3 da 0.6767 < u < Yo p(i) = 0.8571, z = 4 da
0.8571 < u < Y1y p(i) = 0.9473, z = 5 da 0.9473 < u < 0_, p(i) = 0.9834,
2 =6d20.9834 < u < 3% p(i) = 0.9955 = 7da0.9955 < u < >"_, p(i) =
0.9989, z = 8 d& 0.9989 < u < 3°°_ p(i) = 0.9998, = = 9 da 0.9998 < u <=
1.0000. Denna algoritm har en 6ppenbar nackdel.

5) Paretofordelningens fordelningsfunktion ir F(z) = [t (%)%Y dx =1 —
(z/u)~* for £ > wu. Obs. att vi har en parameter som kallas u, s vi later
w beteckna ett slumptal. Loser vi nu ut z ur w = F(z), sa far vi att z =
u(1 —w) ™Y@= och precis som fér exponentialfordelningen kan vi byta 1 — w
mot w och far slutligen formeln z = yw=(=1,

6)x=0(u—-1)/y

7)

8)

9) Enl. ledningen &r paret X7, X5 N-férdelat. Notera nu att E[X;] = E[u +
0121 = u1 + o1 E[Z1] = py och E[Xs] = Elug + 09p Z1 + 09+/1 — p? Zs] =
to+02pE|[Z1]|4+09/1 — p?E[Z5] = py. Variablerna har alltsa ratt vintevirden.
Att de har ritt standardavvikelser ser vi ur Var[X;] = Var[u; + 017;] =
Var[o1Z,| = 0?Var|Z;] = 02 och Var[X,] = Var[us + 09p Z1 + 094/1 — p? Zo| =
Var[oep Z1+09v/1 — p? Zo] = Var[oep Z1]+Var|oa/1 — p? Zo] = 02p*Var[Z;]+
o3(1—p?)Var[Z,] = 02p*+03(1—p?) = 03. Och att deras korrelation &r p ser vi
ur Kov[ X1, Xo] = E[(X1 — 1) (Xo — p2)] = Elo1Z1(09p Z1 + 02+/1 — p?> Z5)] =
O'10'2ﬂE[Z12] —+ 01094/ 1-— ,OQE[Z1Z2] = 0102p ty E[ZlZ2] = E[Zl]E[ZQ] = 0.
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