Chalmers
Matematisk statistik
Tentamen

TMS055 Matematisk statistik V2, 14 januari 2004 e V
Anvisningar

Tentamen bestar av en teoridel med 3 uppgifter och en problemdel med 5 uppgifter. Teoriuppgifterna ska
besvaras forst. Inga hjélpmendel &r tillatna pa denna del. Pa problemdelen &r rdknedosa inkl manual, Beta
och nagon av de larobocker i matematisk statistik som anvidnds pa Chalmers tillitna hjélpmedel. Tillatna
hjalpmedel ar dven de fyra héftena Introduktion till stokastisk simulering, Bayesiansk uppdatering av san-
nolikhetsskattningar, Poissonprocessen och extrema laster samt Nagot om riskkostnader. Det ar tillatet med
anteckningar i laroboken och i héftena. Inga andra anteckningar &r tilldtna.

Kom ihag att att alla svar skall motiveras om ej annat ségs. Stéll upp modell nér det behovs och ange de
fér utrdkningarna nédvindiga forutsdttningarna. Skriv forstéligt och anvénd etablerad notation.

Teoridelen skall ldmnas in innan nigra hjélpmedel far tas fram.

For betyget 3 kravs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p. Ev. bonuspoang fran inldmningsupp-
gifterna sidnker granser i motsvarande grad.

Jour ir Erik Brodin, tel. 772 5334. Examinator 4r Tommy Norberg, tel. 7723528, 073079 42 09.

Losningar till uppgifterna publiceras pa webben. Se kursens hemsida.

— Teoridel —
1. (a) Visa med ett exempel att du forstar vad som menas med att en multivariat dataméngd &r blandat
kategorisk och numerisk. (1p)
(b) Nér &r en numerisk variabel &r diskret? (1 p)
(¢) Vilka tvé egenskaper maste en kontinuerlig téthet uppfylla? (2 p)
2. Lat x1,...,%, vara en numerisk univariat dataméngd. Visa att

(n=1)s* = 3" a? — na? (4p)

3. Lat X, vara antalet lastoverskridanden i tidsintervallet [0,¢] och antag att dessa sker enligt en Poisson-
process med intensitet A = 8 st/&r. Beskriv i ord héndelsen

X4 =3, T< X3/, <8

och berdkna sannolikheten att den intraffar. (4 p)

— Problemdel —

4. Lat y vara koncentrationen av négon giftig tungmetall i ett jordprov. Lat z vara resultatet av en
métning av y. Provet betraktas som férorenat om y > ¢, dir c &r ett av Naturvardsverket specificerat
troskelvirde. Lat C beteckna héndelsen y > c¢. Lat vidare d vara den s k detekteringsnivan (obs att
typiskt ar d # c). Héandelsen z > d betecknas D. Ett rimligt krav pa héndelserna C och D ar att de
ar positivt beroende i betydelsen P(C|D) > P(C). Antag nu att P(D|C") = 0.15 och P(D'|C) = 0.20.
Ar da C och D positivt beroende? (4 p)

(Viind!)



5. Eskil och Nils spelar ett spel som &r sddant att P(Eskil vinner) = 1 — P(Nils vinner) = 0.25. Om Eskil
satsar 1 kr, hur mycket tycker du att Nils ska satsa for att spelet ska bli réttvist? (Obs att i denna
uppgift ar det speciellt viktigt att motivera ditt svar.) (3p)

6. Trafikolyckor i den centrala delen av Sveriges stdder dir minst en bil behdver forslas fran platsen antas
intréffa enl en Poissonprocess med intensiteten A. Man antar vidare att totala kostnaden X for en
olycka &r Paretofordelad, s& att

u\ «
P(Xga:)zl—(—) for x > u
T
For en viss stad géller att u = 20 kSEK, a =~ 2.9 och A = 0.09 st/dygn. Ungeféir hur mycket kan
man forvinta sig att kostnaden for den hér typen av olyckor blir under ett normalér (omfattande
365 dagar)? (3p)

7. Under en tidsperiod omfattande 100 minuter registreras 22 678 radioaktiva sénderfall. Man kan rikna
med att apparaturen registrerar samtliga sonderfall. Gor ett 95% konfidensintervall for sonderfallsin-
tensiteten, d.v.s. det forvintade antalet sonderfall per minut. (Ledning: Anvénd att Poi(\), d& X &r
stort, enligt cgs approximeras vil utav N(\,v/2).) (4 p)

8. I en artikel i en tidskrift om arbetsergonomi diskuteras en liten studie av max vikt lyft per minut.
Foljande data redovisades:
25.8, 36.6, 26.3, 21.8, 27.2

(enheten &r kg). Antag att data bestar av oberoende observationer fran en N(u, o)-fordelning. For vilket
o galler att data relativt testet av Hg : u < po mot Hy @ pu > po har P-virdet 0.057 Berdkningshjalp:
n=2>5,7% =27.54, s = 5.4T7. (4 p)

Lycka till!



Chalmers
Matematisk statistik
Tentamen

TMS055 Matematisk statistik V2, 23 augusti 2003 fm V
Anvisningar

Tentamen bestar av en teoridel med 3 uppgifter och en problemdel med 5 uppgifter. Teoriuppgifterna ska
besvaras forst. Inga hjélpmendel &r tillatna pa denna del. Pa problemdelen &r rdknedosa inkl manual, Beta
och nagon av de larobocker i matematisk statistik som anvidnds pa Chalmers tillitna hjélpmedel. Tillatna
hjalpmedel ar dven de fyra héftena Introduktion till stokastisk simulering, Bayesiansk uppdatering av san-
nolikhetsskattningar, Poissonprocessen och extrema laster samt Nagot om riskkostnader. Det ar tillatet med
anteckningar i laroboken och i héftena. Inga andra anteckningar &r tilldtna.

Kom ihag att att alla svar skall motiveras om ej annat ségs. Stéll upp modell nér det behovs och ange de
fér utrdkningarna nédvindiga forutsdttningarna. Skriv forstéligt och anvénd etablerad notation.

Teoridelen skall ldmnas in innan nigra hjélpmedel far tas fram.

For betyget 3 kravs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p. Ev. bonuspoang fran inldmningsupp-
gifterna sidnker granser i motsvarande grad.

Jour ir Erik Brodin, tel. 772 5334. Examinator 4r Tommy Norberg, tel. 7723528, 073079 42 09.

Losningar till uppgifterna publiceras pa webben forsta vardagen efter tentamensdagen.

— Teoridel —
1. Hérled foljande variant av Bayes formel:

P(F)P(D|F)

P(F)P(D|F) + P(F¢)P(D|F°) (4 p)

P(F|D) =

2. Den tvé-dimensionella massfunktionen p(z,y) uppfyller

Y
0 1 2 3

.08 .07 .04 .00
06 .15 .06 .04
.05 .10 .06
.00 .01 .05 .06
.00 .01 .05 .06

8
B w N = o

Kalla motsv stokastiska variabler for X och Y.

(a) Berdkna den saknade sannolikheten, d.v.s P(X =2,Y =1). (1p)
(b) Berékna P(X +Y = 2). (1p)
(c) Berdkna P(Y = 2). (1p)
(d) Berdkna P(Y — X =1). (1p)

3. Antag att du har oberoende observationer z1,...,z, av en stokastisk variabel X som &r exponential-
fordelad med vintevirde 8 = 1/A. Harled trolighetsskattningen av . (4 p)



— Problemdel —

. Man har for avsikt att medelst en métning skaffa sig en béttre uppfattning om hur stor del av en tomt
som &r férorenad av kvicksilver. P4 féorhand riknar man med att kvicksilverhalten &verstiger géllande
gransvirde i ca 70% av tomtens area. Man avser att ta ett jordprov i en godtyckligt vald position. For
méitapparaturen giller att den ger falska detekteringar med sannolikheten 0.1 och sanna detekteringar
med sannolikheten 1.0. Antag nu att man har detekterat for hog halt kvicksilver i jordprovet. Berdkna
en uppdaterad skattning av den férorenade arean. (4 p)

. Eskil och Nils spelar ett spel som &r sddant att P(Eskil vinner) = 1 — P(Nils vinner) = 0.25. Om Eskil
satsar 1 kr, hur mycket tycker du att Nils ska satsa for att spelet ska bli rattvist? (Obs att i denna
uppgift ar det speciellt viktigt att motivera ditt svar.) (3 p)

. Antag att du pa ndgot séitt kan generera utfall ifran slumpmekanismen X ~ U(0,1). Lat = vara ett
sddant utfall. Lat y = |3z (|-| betyder heltalsdelen av, t.ex giller att [3.732] = 3). Lat Y beteckna
motsvarande stokastiska variabel. Berdkna E[Y] och Var[Y]. (4 p)

. Varje tisdag mits trafikmingden pa en landsvéig mellan kl 12 och 13. Under fyra pé& varandra féljande
tisdagar erholls
17.33 17.17 16.81 17.73

(vardena har skalats si att de ar approximativt normalférdelade; virdena pé p och o ér okénda). Ef-
tersom polisen ska gora en hastighetskontroll, vill man prediktera trafikméngden nésta tisdag. Berdkna
darfor ett 95% prediktionsintervall for nésta observation. (4 p)

. En icke odven ansats (dven om det finns battre) &r att den under ett &r maximala vighdjden i en viss
position i Nordsjén &r lognormalfordelad. Lat oss antaga att parametrarna ér g = 2.2 och ¢ = 0.5. Hur
stor dr den s.k 100-arsvigen. (3 p)



Chalmers
Matematisk statistik
Tentamen

TMS055 Matematisk statistik V2, 2 juni fm V
Anvisningar

Tentamen bestar av en teoridel med 3 uppgifter och en problemdel med 5 uppgifter. Teoriuppgifterna ska
besvaras forst. Inga hjélpmendel &r tillatna pa denna del. Pa problemdelen &r rdknedosa inkl manual, Beta
och nagon av de larobocker i matematisk statistik som anvidnds pa Chalmers tillitna hjélpmedel. Tillatna
hjalpmedel ar dven de fyra héftena Introduktion till stokastisk simulering, Bayesiansk uppdatering av san-
nolikhetsskattningar, Poissonprocessen och extrema laster samt Nagot om riskkostnader. Det ar tillatet med
anteckningar i laroboken och i héftena. Inga andra anteckningar &r tilldtna.

Kom ihag att att alla svar skall motiveras om ej annat ségs. Stéll upp modell nér det behovs och ange de
fér utrdkningarna nédvindiga forutsdttningarna. Skriv forstéligt och anvénd etablerad notation.

Teoridelen skall ldmnas in innan nigra hjélpmedel far tas fram.

For betyget 3 kravs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p. Ev. bonuspoang fran inldmningsupp-
gifterna sidnker granser i motsvarande grad.

Jour ir Erik Brodin, tel. 772 5334. Examinator 4r Tommy Norberg, tel. 7723528, 073079 42 09.

Losningar till uppgifterna nedan publiceras p& webben tentamensdagen. Tentamensresultat publiceras
pa anslagstavla i "suckarnas gang” (kéllaren i Matematiskt centrum) preliminért den 19 juni.

— Teoridel —

1. Janne Kula, som gillar att sl vad om &n det ena och &n det andra, foreslar foljande vad: Du satsar 6 kr
och jag (alltsd Janne) satsar 5 kr och s kastar vi tva térningar. Du vinner om térningarna tillsammans
visar ett jamnt antal 6gon och jag vinner annars, s& det ar sex utfall som du vinner pé och fem utfall
som jag vinner pa. Ar vadet rittvist? Vem, om nagon, vinner i det langa loppet? Antag att térningarna
ar symmetriska. (4 p)

2. (a) Formulera centrala gransvirdessatsen. (1 p)

(b) Om f(z,y) ar tdathetsfunktionen for en kontinuerlig bivariat variabel, sd kan man berdkna kovari-

ansen oy enligt
axy=/R/Rwyf(x,y)dydw—/wa(m)dw/Ryf(y)dy

dér f(z) resp f(y) ar de tvd marginalfordelningarna. Visa detta. (

= N
e
~ ~—

(c) Definera vad som menas med (teoretisk) korrelation. (

3. Betal(p, q)-fordelningens téthet ar

P(p + q) 0])71
I'(p)L'(q)

dér T" betecknar gammafunktionen. Visa att

f(6) = (1-0)9"! for 0<6<1

~ -1
g P~
pt+q—2

ar beta(p, q)-fordelningens troligaste virde (mod). (3 p)

(vénd!)



— Problemdel —

. Lat f(z) = k(a)z® for 0 < z < 1. For vilka a &r f(z) tathetsfunktion for en stokastisk variabel och
bestdm k() for varje sddant «. Berikna dven vintevirde och varians for en stokastisk variabel med
denna tathetsfunktion. (4 p)

. Utslapp av blyoxid antas ske enligt en Poissonprocess med intensitet A\r = 0.09. Tidsenhet: arbets-
dagar. Om z &r méingden blyoxid (enhet: mg) som sldpps ut vid ett givet utsléppstillfille, s blir
saneringskostnaden ¢ = az + (3, dir a@ = 10 kSEK/mg och 8 = 50 kSEK (1 kSEK &r 1000 svenska
kronor). Vi antar att utslippsméangderna &r oberoende och lognormalférdelade med parametrar p = 1.0
och ¢ = 1.1. Berékna riskkostnaden. Genom att investera 7000 kSEK kan man 3 ned utslappsintensi-
teten till A = 0.02. Hur manga &r tar det innan denna investering blir 16nsam? Ett &r bestar i detta

sammanhanget av ca 250 arbetsdagar. (4 p)
. Lat z1,...,z, vara oberoende observationer av en variabel z med titheten f(z) = Ae™* for z > 0.

(a) Harled momentskattningen av A. (2 p)

(b) Harled trolighetsskattningen av A (2 p)

. (a) Weibull-fordelningens tathet ar

flz) = % 22 e @B for £>0
Lat o = 1.5 och 8 = 125. Rékna ut virdet av 0.75-kvantilen zg.75. (1p)

(b) Antag att du har ett stickprov om n observationer av en variabel med véintevirde p och varians
o?. Vilket viinteviirde och varians har observationernas medelvirde? Ingen motivering kriivs. (1p)

(c) Berdkna approximativt sannolikheten att man vid 100 oberoende kast av ett symmetriskt mynt far
mellan 40 och 60 klave. (1p)

. Man har féljande sex bestdmningar av en kvadrats sida i cm:

6.11, 6.09, 6.10, 6.11, 6.08, 6.12

(a) Punktskatta kvadratens area. Ar din skattning véntevirdesriktig? (1p)
(b) Berékna ett 95% konfidensintervall for kvadratens area. (2 p)
(c) Precisera forutsattningarna for utrdkningarna i (b). (1p)

— Lycka tilll —



Chalmers
Matematisk statistik
Tentamen

TMS055 Matematisk statistik V2, 28 maj em V
Anvisningar

Tentamen bestar av en teoridel med 3 uppgifter och en problemdel med 5 uppgifter. Teoriuppgifterna ska
besvaras forst. Inga hjélpmendel &r tillatna pa denna del. Pa problemdelen &r rdknedosa inkl manual, Beta
och nagon av de larobocker i matematisk statistik som anvidnds pa Chalmers tillitna hjélpmedel. Tillatna
hjalpmedel ar dven de fyra héftena Introduktion till stokastisk simulering, Bayesiansk uppdatering av san-
nolikhetsskattningar, Poissonprocessen och extrema laster samt Nagot om riskkostnader. Det ar tillatet med
anteckningar i laroboken och i héftena. Inga andra anteckningar &r tilldtna.

Kom ihag att att alla svar skall motiveras om ej annat ségs. Stéll upp modell nér det behovs och ange de
fér utrdkningarna nédvindiga forutsdttningarna. Skriv forstéligt och anvéind etablerad notation.

Teoridelen skall ldmnas in innan nigra hjélpmedel far tas fram.

For betyget 3 kravs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p. Ev. bonuspoing fran inldmningsupp-
gifterna sidnker granser i motsvarande grad.

Jour ir Erik Brodin, tel. 7725334. Examinator &r Tommy Norberg, tel. 772 3528, 0730 79 42 09.

Losningar till uppgifterna nedan publiceras pad webben den 2 juni. Tentamensresultat publiceras pa
anslagstavla i "suckarnas géng” (killaren i Matematiskt centrum) preliminért den 19 juni.

— Teoridel —
1. Betrakta Bayes formel:
P(A)P(B|A)
P(A|B) =
(4|B) P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A¢)
Hirled denna. (4 p)
2. (a) Vad innebédr det att en variabel z &r lognormalfordelad? (1p)

(b) Om p(z) &r massfunktionen for en diskret variabel, si kan man berikna variansen o2 enligt

2
o* = Yo" pla) - (Zwmw))

Visa detta. (2 p)

(c) Forklara, gdrna med ett exempel, vad en &terkomstniva ér. (1p)

3. Berdkna dverlevnadsfunktion, MTTF och felintensitet for en exponentialférdelad stokastisk tid 7'. Hjalp
for den som behover: T:s tithet dr f(t) = Ae™ for ¢ > 0. (3 p)

— Problemdel —

4. Betrakta foljande ofullstindiga tabell 6ver en tva dimensionell massfunktion p(z, 5):

| Ji=1]j=2]j=3]

1=1] 0.03 0.15
1=2] 0.04
1=3]| 0.03
Ként dr att marginalerna &r oberoende. Komplettera tabellen. (4 p)

(vénd!)



5. Vid utvinning av olja i Nordsjon dr det inte ovanligt att pump-plattformen halls pa plats av ett
satellitbaserat positioneringssystem. D3 vinden &r stark riskerar plattformen att driva for 18ngt ifran
riktpunkten. Man uppskattar att detta sker i genomsnitt ca 8 gdnger per ar och nér det sker méaste
pumputrustningen kopplas ifran, ty ifall plattformen driver tillrackligt fel slits pumputrustningen sénder
och en s.k. "blow out” intréffar. Man riknar med att frankopplingen lyckas i ca 19 fall av 20 och att
plattformen driver ivig till blow out-ldge i ca 1 fall av 40. Berdkna sannolikheten for ingen blow out
under en tidsperiod av 1 &r. (3 p)

6. (a) IQ-testen i min ungdom konstruerades si att resultaten efter en alderskorrigering skulle folja en
normalférdelning med véntevirde 100 och standardavvikelse 15. Bestdm den 95:e percentilen och tolka
resultatet i termer av IQ for hela Sveriges befolkning. (2 p)

(b) Antag att en viss typ av missdden i en produktionsanldggning sker enligt en Poissonprocess med
intensitet A = 1.3 st/vecka. Betrakta en tidsfoljd av tre veckor. Berékna sannolikheten att det i den
forsta veckan sker ett missode och att det i de tva foljande veckorna sker sammanlagt tva st. (2 p)

7. Antag att du har n oberoende observationer z1,...,z, av en stokastisk variabel X med téthet
f(z) = au®z~ 1 for x> u

Vardet av u ar kdnt. Harled med etablerade metoder tva olika skattningar av . Berdkna deras respek-
tive virden for dataméngden

14.60, 10.56, 10.11, 10.67, 11.92, 12.17
om u = 10. (4 P)

8. En metallurg gjorde fyra métningar i syfte att bestdmma en manganlegerings smaltpunkt. Féljande
virden erhélls (enhet °C):
1269, 1271, 1263, 1265

(a) Punktskatta legeringens smaltpunkt. (Ip
(b) Bestam ett 99% konfidensintervall f6r sméltpunkten. (2 p)
(c) Ange vilka forutséttningar du behdver gora for att 16sa deluppgifterna ovan. (1 p)

— Lycka tilll —



Svar eller kortfattade losningar till tentamen i Matematisk statistik V2, 14/1-2004

. Se foreldsningsanteckningarna.

=18 =Y (i —1)? =2, (22 — 223 +7%) =, 17 — 2%, x +nE? =, x) — 2nT? + ni’ =

>, 72 — nz? v.s.v.

. Handelsen &r att det under arets férsta kvartal intréffar 3 lastéverskridanden och att det under arets
2 foljande kvartal intréffar 4-5 st. Den sokta sannolikheten &r séledes P(X1/4 =3,4< X3y — X114 <
5) =P(Xy), =3)P(4 < X3/, — X1/, <5) = P(Xy/4 =3)P(4 < Xy <5) =e? %—? e ! (% + 45—?) =
0.0635 ty i en Poissonprocess ér det som sker i disjunkta tidsintervall oberoende Poissonvariabler med
parameter proportionell mot tidsintervallets lingd (proportionaliteskonstanten &r intensiteten A).

. Genom att folja foljande sekvens av ekvivalenser baklinges ser vi att svaret pa fragan ar ”ja, hén-
delserna ar positivt beroende”: P(C|D) > P(C) & P(CNn D) > P(C)P(D) & P(D|C) > P(D) =
P(C)P(D|C)+ P(C"P(D|C") < P(D|C)—P(C)P(D|C) > P(C")P(D|C") & P(D|C) > P(D|C") &
P(D'|C)+P(D|IC") <1< 035< 1.

. Denna uppgift fanns med pa tentan den 23/8-2003.

. Det stkta viintevirdet &r 365 E[X]\ = 365 -2 uX ~ 365- 23 .20-0.09 ~ 1000 kSEK, alltsa ca 1 MSEK.
Innan denna utrékning gérs behdver man lista ut att E[X] = ;% u, vilket gors medelst den enkla

integralen
E[X] :/ z f(z) dx
dir f(z) = F'(z) = au®z (@t

. Vi har att n = 100, z = 226.78 och att s =~ 1/226.78 = 15.0592 och det sdkta konfidensintervallet blir
A =226.78 +1.96 - 15.0592/+/100 = 226.78 £ 2.95. Konfidensgraden ar ca 0.95.

. n—1 =4 frihetsgrader ger att det observerade virdet av teststatistikan T' = (T — pg)/(s/+/n) ska vara
lika med 2.132. Alltsd, (27.54 — po)/(5.47//5) = 2.132 = o = 27.54 — 2.132 - 5.47/+/5 = 22.32.



Svar eller kortfattade losningar till tentamen i Matematisk statistik V2, 23 /8-2003

P(FND) _ P(F)P(D|F) B P(F)P(D|F)
P(D) ~ P(FND)+ P(FenD)  P(F)P(D|F)+ P(F¢)P(D|Fe)

P(F|D) =

(a) P(X =2,Y =1) =0.06, ty annars &r ej >, , p(z,y) = 1.00.
(b) P(X +Y =2) = 0.05+ 0.15 + 0.04 = 0.24

(c) P(Y =2) = 0.04 + 0.05 + 0.10 + 0.05 + 0.05 = 0.29.

(d) P(Y — X = 1) = 0.07 + 0.05 + 0.06 = 0.18

. X har titheten f(z) = Ae™%, £ > 0. Séledes blir trolighetsfunktionen

= H f(xz) = )\6_)\$1 L )\e_Awn = Ane_AZi T4

Logaritmen av en funktion har maxima i samma argument som funktionen. S& vi maximerar istéllet

L) =InLA\) =nlnX-X)

vilket &r ldttare. Medelst sedvanlig derivering inses litt att £(\) &r maximal d& A = 1/Z. Saledes &r
trolighetsskattningen av A lika med A=1 /X.

. Vi ska ta ett prov i en slumpméssigt vald position pa tomten. Lat C vara hindelsen att provet &r
fororenat och D vara hindelsen att métanalysen indikerar att provet dr fororenat (det &r viktigt att
forstd att detta dr tva helt olika héndelser). P& forhand vet vi att P(F) = 0.70, ty man tror ju att
ca 70% av arean &r fororenad, P(D|F¢) = 0.1 och P(D|F) = 1.0. S6kt &r P(F|D). Bayes formel (j.f.r

uppg 1) ger
P(F)P(D|F) _ 0.7-1.0
P(F)P(D|F) + P(F¢)P(D|F¢)  0.7-1.0+40.3-0.1

P(F|D) = ~ 0.96

Efter det att man detekterat férorening i en slumpmassigt vald position ar det alltsd rimligt att rdkna
med att ca 96% av arean ar fororenad.

. Det enda rimliga kriteriet for ett rattvisst spel ar att bada spelarna vinner ungefar lika mycket i det
langa loppet, si vi ansétter att de bada spelarnas forvintade vinst ska vara lika stor. D&

0.25z =0.75-1

ty med sannolikheten 0.25 vinner Eskil de & kr som Nils satsar och med sannolikheten 0.75 vinner Nils
den krona Egkil satsar. Vi far att Nils bor satsa

kr.

1 1 1
EY]|=0--+1--42.--=1
Y] 3+ 3+ 3
(detta kunde inses direkt p.g.a symmetrin) och
1 1 1 5 5 2
EY?=0--+12--+2°. - =5 = Var[Y]|=EY)-EYP?=--1"="_
V) =02 o412 o2t o= 5 ValY] = BV - BYP =2 - 12 =2



7. Antalet métningar dr n = 4. Deras medelvérde &r £ = 17.26 och deras standardavvikelse &r s = 0.381.
Vibehover ocksa kvantilen ¢y 025(3) = 3.182 (se tabell 6ver t-kvantiler). I Devore & Farnum, sida 298, ser
vi att ett tvi-sidigt prediktionsintervall for nista observation berdknas enligt T & tg.025(3)s/1 + 1/n =
17.26 £3.182 - 0.3814/1 + 1/4 = 17.26 + 1.36 eller (15.90, 18.62). Obs att det dr en himla skillnad pé
konfidensintervallet fér u och prediktionsintervallet fér nésta observation. Det forstndmnda ska ju bara
ta hénsyn till felet i skattningen av pu, medan det sistndmnda &ven ska ta hénsyn till slumpvariationerna
som finns i de enskilda utfallen. J.f.r s/y/n med sy/1+ 1/n.

8. Lat Y beteckna maximal vaghdjd under ett ar. D3 &r ansatsen att InY = X ~ N(2.2,0.5). Lat vidare
Z ~N(0,1). Vi far ur definitionen

P(Y > y100) = 100

av 100-arsvagen (obs att detta &r ett exempel pé en s.k &terkomstnivd — i detta fall en niva som
aterkommer i snitt en gang per 100 ar), att

1 —2.2 1 - 2.2
0.99 = P(Y < y100) = P(X < Inyigo) = P (Z < nyl(())()if)) =& (11%(:)()75)

dér @ som vanligt betecknar den standardiserade normalférdelningsfunktionen. Tabell 6ver normalfor-
delningskvantiler ger nu att

In Y100 — 2.2

Den s.k 100-arsvagen #r alltsa ca yig0 = €303 ~ 28.9. (Jag antar att enheten #r meter. I verkligheten
ar nog 100-arsvigen betydligt hogre.)



Svar eller kortfattade l6sningar till tentamen i Matematisk statistik V2, 2/6-2003

. De mojliga utfallen vid kast av tv& térningar ar {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Dessa har respekti-
ve sannolikheter 1,2,3,4,5,6,5,4,3,2,1/36. T.ex. giller ju att utfallet 4 kan fas pad exakt 3 sitt
((1,3),(2,2),(3,1). De 6vriga sannolikheterna beréknas analogt. Séledes &r Janne Kulas vinstchans
(2+4+6+4+2)/36 =18/36 = 1/2 och din vinstchans &r 1 —1/2 = 1/2 den ocksa. Varfor ska du
satsa mer om vinstchanserna &r lika stora? Det kinns inte rattvisst. Jannes forvantade vinst (vilket
blir ungefir hans medelvinst om vadet antas ménga génger) ar (1/2) -5+ (1/2)-6 —5=5.5—-5=10.5
kr per spel.

. (a) Centrala griansvirdessatsen (cgs) sager att medelvirdet av n oberoende observationer av en variabel
med véntevirde p och standardavvikelse o &r approximativt normal(u,o/4/n)-férdelat. Ju storre n,
desto battre &r approximationen som blir exakt i grins d& n — oo.

(b) Notera att ozy = [ [ (€ —pa)(y—py) f(2,9) dydz = [, [ (2y — pay — Ty + popy) f(z, )dyd:v =
JrJrzyf(z,y) dyds — pigpy. Resultatet foljer nu ifrén p, = [pzf(z) dr och py = [pyf(y) dy

. f(#) &r maximal precis d& In f(0) &r det, sa vi hittar maximum genom att losa 6 ur (d/df)In f(0) =
Vifar (d/df) (InT'(p +¢q) — InT'(p) — lnF( )+ (p—1)Inb+(¢g—1)In(1-8)) = (p—1)/0—(q— )/(
O)=0=(p-1)/0=(q—-1)/1-6)=0=(p-1)/(p+qg—2), vs.v.

.Ur 1 = fo z)dz = fo a)z®dzr = k() Olwo‘dx = k(a)/(a+1) for a > —1 fas k(a) = a + 1.
Integralen é&r dlvergent for a < —1. Véntevirdet p = folx (e +1)z%dz = (o + 1)/(a + 2) och for
variansen behéover vi f01x2 (a+1)z%dz = (a+1)/(a+3). Vi far nu att variansen ér o? = (a+1)/(a+
3) — (@ +1)/(a+2)* = (@+1)/ ((a+3)(a+2)?).

. Den forvintade utsldppskostnaden &r 10 - el 0F11%/2 4 50 — 99.779 ~ 100 kSEK, sa riskkostnaden
blir 100 - 0.09 = 9 kSEK per arbetsdag. Investeringen sidnker riskkostnaden till 100 - 0.02 = 2 kSEK
per arbetsdag. Investeringen leder allts till minskade kostnader om 7 kSEK per arbetsdag, s efter
7000/7 = 1000 arbetsdagar har den betalat sig. Svaret pa den sista frdgan &r alltsd att investeringen
ar 16nsam efter 1000/250 = 4 ar.

. (a) p = [z Ae * dz = 1/X. Saledes &r momentskattningen av A lika med 1/z.

(b) Detta &r exempel 7.16, sida 311, i Devore & Farnum. Trolighetsfunktionen ar L(X) = [, f(=zi) =
Ame=A 2% Dess logaritm dr £(\) = ., In f(z;) = nlnX — XY, z;. Sitt derivatan av detta till noll
och 16s ut a: L'A) =n/A =3, 2 =0= X=n/),z; = 1/Z. Saledes ar &ven trolighetsskattningen
av A lika med 1/7.

. (a) Enligt Devore & Farnum, sida 44-45, &ir F(z) = 1 —e @/A" =1 ¢ (#/125"° g5 50 - far vi sa hir:
F(zo.75) = 0.75 = e (®0.13/125)° — 025 = —(1.75/125)3/2 = In0.25 = 275/125 = (—1n0.25)(2/3)
= 075 = 125 - (—1n0.25)(2/3) ~ 155. Kolla att du riiknat riitt genom att byta 0.25 mot 0.05 och fa
Zo.95 ~ 260 (j.fr. ex. 1.19).

(b) p och o2 /n.
(c) [40, 60] =~ [ — 20, p + 20]. Enl. cgs dr denna sannolikhet ca 0.95.

. (a) For att f& det numeriska virdet av en vintevirdesriktig skattning av arean, méste vi kvadrera alla
observationerna och sedan rikna ut medelvirdet av de s erhallna areabestdmningarna. Jag erholl 37.2.
De som bildar 2 = 37.2 hoppas jag forstar att metodiken ej kan vara vintevirdesriktig, eftersom z
formodligen ar en véantevardesriktig skattning av ena sidans langd.

(b) Det &r rimligt att tédnka sig normal(0, o)-fordelade métfel, s& om p &r sidlangden, s& far vi foljande
95% konfidensintervall: p € [6.09, 6.12], ty Z = 6.102 och s = 0.01472 och tp.0255 = 2.571 vilket
ger att felet dr < 2.571 - 0.01472/+/6 ~ 0.015 med konfidensen 0.95. Saledes #r [37.0, 37.4] ett 95%
konfidensintervall for arean.

(c) I (b) utgar vi ifrén att matmetoden ar vantevirdesriktig och att métfelen dr normalfordelade.



Svar eller kortfattade losningar till tentamen i Matematisk statistik V2, 28 /5-2003

1. P(A|B) = P(ANB)/P(B) Nu &r P(AN B) = P(A)P(B|A) och P(B) = P(AN B) + P(A°N B) =
P(A)P(B|A)+P(A¢)P(B|A°). Vi far P(A|B) = P(A)P(B|A)/ (P(A)P(B|A) + P(A%)P(B|A%)), v.s.v.

2. (a) Att x = €Y, dér y dr normalfordelad.

)
(b) Notera att o® = ¥,(z — w)2p(a) = X, (22 — 20p+ u2) p(o) = 2, a%(e) — 203, ap(w) +
/&Zz p((x)))Q: Yoprip(z) —2u? +p? =, 2%p(z) —p®. Men p= > zp(z). Alltsa 0 =Y, 2? p(z) —
,Zp(x))", v.s.v.

(c¢) Den nivd (i ndgot sammanhang) zy som i genomsnitt &terkommer (Gverskrids) en gang per N
tidsenheter. Exempel: 100-arsvigen i Nordsjon &r en vag sd kraftig att den i snitt bara kommer en
gang per 100 &r. Om F'(z) ar fordelningsfunktion for maximala vaghdjden under ett ar, sd definieras
100-arsvagen 190 av att 1 — F(ivm()) = 1/100.

3. Fordelningsfunktion ar F(t) = fg Xe *ds = 1 — e M. Overlevnadsfunktionen &r dérfor R(t) = 1 —

F(t) = e=*. MTTF betyder mean time to failure och &r helt enkelt Ts viintevirde u = f(f she Mds =
1/. Felintensitet ar h(t) = f(t)/R(t) = A. Ovan forutsétts hela tiden att ¢ > 0.

4. Att marginalerna dr oberoende betyder att p(i,5) = p;i(¢)p;(j). Medelst summering ser vi forst att
pi(1) = p(1,1) +p(2,1) + p(3,1) = 0.03 + 0.04 + 0.03 = 0.10. Harur féljer att p;(1) = p(1,1)/p;(1) =
0.03/0.10 = 0.3, p;(2) = p(2,1)/p;(1) = 0.04/0.10 = 0.4 och p;(3) = p(3,1)/p;(1) = 0.03/0.10 = 0.3.
Vi far ocksa att 0.15 = p(1,2) = p;(1)p;(2) = 0.3p;(2), s& p;(2) = 0.15/0.3 = 0.5. Harur foljer att
p(2,2) = pi(2)pj(2) = 0.4-0.5 = 0.20 och p(3,2) = p;(3)p;(2) = 0.3 - 0.5 = 0.15. Slutligen far vi att
p(13) = pi(1) — (p(1,1) +p(1,2) = 0.3 — (0.03 + 0.15) = 0.12, p(2,3) = ps(2) — (p(2, 1) +p(2,2)) =
0.4 — (0.04 + 0.20) = 0.16 och p(3,3) = pi(3) — (p(3,1) + p(3,2)) = 0.3 — (0.03 + 0.15) = 0.12.

5. Det finns goda skil for att utgd ifrdn att blow-out sker enligt en Poissonprocess med intensitet ca
8-(1/20) - (1/40) = 1/100. Sannolikheten for ingen blow-out under en tidsperiod av ett ar blir darfor
cal—e /100 ~ 1 —(1-1/100) = 1/100. Implicit i detta argument ligger faktumet att huruvida
frankopplingen lyckas eller ej inte har med hur langt ifran riktpunkten plattformen driver ivig.

6. (a) Vihar alltsd att IQ ~ N(100, 15). Den 95:e percentilen zg g5 definieras av att P{IQ < zg.95} = 0.95.
Medelst standardisering fas 0.95 = P{Z < (z0.95—100)/15}, dir Z ~ N(0,1) = (x0.95—100)/15 = 1.645
= zg.95 = 100 + 1.645 - 15 ~ 125. Saledes galler att ca 5% av Sveriges befolkning har minst 125 i IQ.
(b) Den sokta sannolikheten &r e 13 (1.31/11) - =26 (2.62/2!) = ¢ 39 -1.3-2.62/2 ~ 0.00889, ty vad
som hénder forsta veckan dr oberoende av vad som hénder de tva sista veckorna och antalet misséden
den forsta veckan dr Poi(1.3), medan antalet missdden de tvé sista veckorna &r Poi(2 - 1.3) = Poi(2.6).

7. Notera forst att p = [ z-ou®s™*' = ... = au/(a—1). Inverteras detta fas @ = p /(1 —u). Siledes &r

momentskattningen av « lika med Z/(Z —u). Det numeriska virdet av denna &r 7.0 eftersom z = 11.672.
Trolighetsfunktionen #r L(a) = [, f(z;) = a™u™® ([],z;)~* '. Dess logaritm &r L(a) = 3, In f(z;) =
nlna+nalnu— (a+1) Y, Inz;. Sitt derivatan av detta till noll och 16s ut ez £'(a) = n/a+nlnu—
Yulnz; =0 = a=n/YIn(z;/u). Siledes &r trolighetsskattningen av « lika med n/)_, In(z;/u).
Det numeriska vardet fick jag till 6.8.

Vi ser att det finns en viss diskrepens mellan skattningarna. I situationer da bada kan berdknas brukar
man foredra trolighetsskattningen p.g.a. dennes béttre assymptotiska egenskaper.

8. Vi har i n = 4 méatningar erhéllit medelvirdet £ = 1267 och standardavvikelsen s = 3.651.

(a) Jag punktskattar vintevirdet g med medelvirdet Z = 1267 och om métmetoden &r vintevirdesriktig
ar detta dven en punktskattning av mangans sméltpunkt i °C.

(b) Vi forutsiatter d&ven att métningarna &r oberoende och har normalférdelade fel med samma stan-
dardavvikelse. Om den énskade konfidensgraden &r 99%, s& &r o = 0.01. Ur tabell fas att ¢,_q 4 /2 =
t3,0.005 = 5.841, vilket ger “felet” itn,l,a/gs/\/_ = 45.841 - 3.651/v/4 = +10.66 ~ 10.7. Saledes #r
[1256.3, 1277.7] ett 99% konfidensintervall for sméltpunkten.

Resultatet frén (a) och (b) kan sammanfattas i g = 1267 &+ 11 med konfidensen 99%.



(c) Forutsdttningarna fér berékningarna dr som redan nimnts att métmetoden ar vintevirdesriktig,
att métningarna &r oberoende och att felen &r normalfordelade med samma standardavvikelse.



