TMS056 Matematisk statistik V2, 5 p, 17 januari 2007 em V

Anvisningar

Tentamen bestar av en teoridel med 3 uppgifter och en problemdel med 5 uppgifter. Teori-
uppgifterna ska besvaras forst. Inga hjidlpmendel &r tillatna pa denna del. Pa problemdelen ar
riknedosa inkl manual, Beta och nagon av de lirobdcker i matematisk statistik som anvinds
pa Chalmers tillatna hjalpmedel. Det &r ocksa tillatet att anvinda Tommy Norbergs Formler
och tabeller till matematisk statistik pa universitet och tekniska hogskolor, som kan laddas ner
fran Norbergs hemsida. Tillatna hjalpmedel dr dven de fyra héftena Introduktion till stokastisk
simulering, Bayesiansk uppdatering av sannolikhetsskattningar, Poissonprocessen och extrema
laster samt Nagot om riskkostnader. Det dr tillatet med anteckningar i rimlig omfattning i
laroboken och i nedladdade héften. Inga andra anteckningar ar tillatna.

Kom ihag att att alla svar skall motiveras savida ej annat sigs. Still upp modell nir det
behovs och ange de for utrdkningarna nédvéindiga forutsattningarna. Skriv forstaligt (tydligt)
och anvind i &mnet etablerade beteckningar. Poéng dras i 16sningar dir detta ej ar tillgodosett.

Teoridelen skall limnas in innan nagra hjalpmedel far tas fram.

For betyget 3 kravs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p. Ev bonuspoing fran
inldmningsuppgifterna sinker grinser i motsvarande grad.

Examinator dr Tommy Norberg, tel. 7723528, 07307942 09. Tommy gar att nas per telefon
under tentamen. Ingen jour saledes.

Losningar eller svar till uppgifterna publiceras pa webben. Se kursens hemsida.

Riéttningsprotokoll anslas i MV:F, plan 2.

— Teoridel —

1. For en viss typ av rokdetektorer géller under normala driftsforhallanden att den beting-
ade sannolikheten for larm &r 0.99 givet att det brinner och 0 givet att det ej brinner.
Detektorn kan emellertid felfungera. I sa fall géller att den betingade sannolikheten for
larm dr 0.5 oberoende av ifall det brinner eller ej. Sannolikheten for felfunktion &r 0.02,
sannolikheten for brand &r 0.01 och dessa tva héndelser &r oberoende av varandra. Hur
stor ar (a) sannolikheten att detektorn larmar, givet att det brinner resp inte brinner och
(b) sannolikheten att det brinner, givet att detektorn larmar? (4 p)

2. Antag att den stokastiska variabeln X ar kontinuerligt fordelad med fordelningsfumnktion
F(z) och téathet f(x) = F'(x). Visa att da &r den stokastiska variabeln U = F(X)
likformigt fordelad pa enhetsintervallet (0, 1). (4 p)

)
)

(c) Skriv upp utan att motivera en formel for approximativ berikning av ett 95%
konfidensintervall for vintevardet u, under antagandet att antalet observationer ar
stort. (1 p)

3. (a) Varfor dr medelviirdet en konsistent skattning av vintevirdet? (Ip
(b) Ar s en viintevirdesriktig skattning av o (svara ja eller nej)? (1p



— Problemdel —

4. Berdkna (a) forvintad tid till fel och (b) sannolikheten att fel upptréder inom 1 ar, om
intensiteten for fel dr konstant och lika med \ = 2.74 fel per 1000 dygn. (3 p)

5. (a) Man dmnar i en undersokning tillfraga 1000 slumpvis utvalda hogstadieelever om de
har smakat starksprit eller ¢j. Man tror att den verkliga proportionen hégstadieelever
som smakat starksprit dr ungefir 30%. Ungefar hur stor dr sannolikheten att fler &n
330 elever svarar ja pa fragan? (2 p)

(b) D& man i ett jordprov miter koncentrationen arsenik vet man (1) att man méter
vantevirdesriktigt och (2) att felet &r additivt och normalfordelat med standardav-
vikelse &~ 0.1 mg per kg torrsubstans. I den hér typen av métningar hamtar man
hem fran provplatsen en stor méngd jord (flera liter) som representerar den volym
man vill undersoka. Darefter blandas jorden vil. Man tar sedan ut ett antal sma
prover som analyseras. Det &r i analysen av dessa som man far N(0, 0.1)-férdelade
miétfel. Ungefdr hur manga oberoende prover behdvs minst for att medelvirdets
standardavvikelse ska bli mindre &n 0.005? (2 p)

6. I en studie av transistorers livslangd erholls i en standardiserad tidsenhet: 2.25, 0.89, 0.27,
0.23, 0.64. Den hér typen av transistorer tros ha exp(\)-férdelade livslingder med A = 1.

(a) Punktskatta parametern \. (2 p)
(b) Undersdk, genom att gora en kvantil-plot, om antagandet exp(1) &ar rimligt. (2 p)

7. (a) Man skulle skatta en sannolikhet p = P(A) med ett litet antal oberoende f6rsok, och
ville utnyttja den kunskap om p som redan fanns. Antag att man gjorde 3 forsok och
att A intriffade i ett av dessa. Om beta(3,7) valdes till & priori-tathet for p, vilken
dr da p:s & posterioritdthet? (2 p)

(b) En viss typ av olyckor intréiffar med intensiteten A = 2.74-1073 per dygn. Kostnaden
x for en sddan olycka dr Paretoférdelad med parametrar o« = 3 och v = 10. For
undvikande av missforstand, x:s tathet ar alltsa

a+l
f(a:)zg(g> for x>u
u \x
Enheten for x ar 10000 kr. Det minsta en olycka kan kosta ar alltsd 100000 kr.
Bestdm den s.k 10-arskostnaden. (2 p)

8. I ett jordprov gjordes upprepade métningar av halten arsenik. Féljande halter erholls:
11.93 11.94 11.89 12.07 12.04 12.07 11.85

Enhet: mg per kg torrsubstans. Antag att detta dr oberoende N(u, o)-observationer.

(a) Punkt och intervallskatta u. Konfidensgrad: 95%. (2 p)
(b) Testa nollhypotesen Hy : 0 > 0.1 mot alternativet H; : 0 < 0.1. Niva: 10%. (2 p)

Réknehjilp: 3"z = 83.79, 3 22 = 1003.0146.

Lycka till!



Svar eller kortfattade losningar till TMS056 Matematisk statistik V2 den 17/1-07

1. Lat B, F och L beteckna h#ndelsrena “det brinner”, “detektorn felfungerar” resp “detektorn
larmar.” Vi vet att P(B) = 0.01, P(F) = 0.02 och att B, F' dr oberoende. Vi far &ven reda pa
att P(L|F',B) = 0.99, P(L|F',B") = 0 samt att P(L|F,B) = P(L|F,B') = 0.5 (L och B é&r
saledes betingat oberoende givet F'). Sokt dr P(L|B) och P(L|B’) i (a), och P(BI|L) i (b). Har

galler att
P(BNL)=PBNLNF)+P(BNLNF')
= P(BN F)P(L|F,B) + P(BN F')P(L|F', B)
= P(B)P(F)P(L|F, B) + P(B)P(F')P(L|F', B) = 0.009802
Analogt,
P(B'nL) = P(B')P(F)P(L|F,B') + P(B')P(F')P(L|F', B') = 0.0099
Sa (a)
pB) =~ (PB(E)L) _ 0'“@?3’;02 ~ 0.980
'
puB)="L (PB( ;,)L) - 05329 —0.01
Vidare
P(L) = P(BN L)+ P(B'NL) = 0.019702
och (b)

P(BNL) _ 0.009802

- ~ 0.498
P(L) 0.019702

P(B|L) =

Trots att rokdetektorn &r véldigt bra (P(L'|B) = 0.02, P(L|B’) = 0.01) ar alltsa ungefér hilften
av larmen falska. Vad som krévs for podng nir man inte har tillgang till dosa ar att man kan
stalla upp sannolikheterna korrekt och medelst papper och penna rikna nagot s nar korrekt.

2. U = F(X) tar sina virden ur enhetsintervallet och har férdelningsfunktionen
Fy(u)=P(U <u)=P(F(X)<u)=P(X <F *u)=F (F '(u) =u
Saledes galler att tatheten dr fy(u) = F{;(u) =1 for u € (0,1). QED
3. (a) Déarfor att medelvirdets varians — 0 da antalet observationer — oo
(b) Nej
(c) p=Z+x2s/\/neller y=7z+1.96s/\/n
4. Konstant felintensitet innebér att tiden till fel dr exponentialférdelad. Déarfor
(a) p =1/~ 365 dygn eller 1ar.
(b) 1— 6—2.74-10_3-365 ~1— e—l = 0.632

5. (a) Antalet ja-svarare &r approx bin(1000, 0.3) ~ N(yx = 300, o = /1000 -0.3 - 0.7 = 14.5).
Den sdkta sannolikheten &r alltsa grovt lika med sannolikheten att en N-variabel antar ett
virde storre dn p + 20. Som bekant dr denna sannolikhet ungefir 2.5%, eller 0.025.



Resultat:

6.

(b)

(a)
(b)

Ur 0.1/+/n = 0.005 fas n = (0.1/0.005)% = 400.

ML-skattningen (och tillika momentskattningen) &r x=1 /z =1/0.856 ~ 1.17

Man ska plotta det ordnade stickprovet 0.23, 0.27, 0.64, 0.89, 2.25 mot de teoretiska
kvantilerna svarande mot sannolikheterna 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9. Dessa fas ur formeln
zp = —In(1—p) och ar 0.11, 0.36, 0.69, 1.20, 2.30. Sedan kommer den svira bedémningen
att avgora huruvida punkterna i plotten ligger hyfsat vil utefter den rata linjen y = z eller
ej (detta gar inte att gora utan traning). I det sistndmnda fallet &r kanske exp(1)-antagandet
fel.

Vi anvénder att & posterioritdtheten &r beta(a + x, 8 + n — ) om & prioritdtheten &r
beta(a, ) och z|n,p ~ bin(n, p). Detta visades i hiftet om Bayesiansk uppdatering. Sale-
des ar i foreliggande fall & posterioritatheten beta(4, 9).

Notera forst att

P(X >z) = /:of(y)dyz (E>a

x

Omrédknad till ar &r intensiteten A & 1, s 10-arskostnaden z19 uppfyller ekvationen P(X >
210) = 0.1 = z19 = u-0.17Y/* ~ 21.5443. D.v.s, 215443 kr.

8. Vi far 7 = 83.79/7 = 11.970, (n — 1)s? = 1003.0146 — 83.79?/7 = 0.0483 = s? = 0.0483/6 =
0.00805 och s = 1/0.00805 ~ 0.0897. Antalet frihetsgrader &r 6 och 0.025-kvantilen i ¢(6)-
fordelningen &r 2.447. Det i (a) sokta konfidensintervallet &r séledes

p=11.970 + 2.447 - 0.0897/+/7 = 11.970 + 0.083

(b) Testresultatets P-viirde ir < 0.10 och Hy kan férkastas pa nivan 10%, om (n — 1)s2/0.1%2 <
2.204 (variabeln (n—1)s?/0? &r ju x?(6)-fordelad och 2.204 &r 0.90-kvantilen i denna fordelning).
Vi ritknar ut att (n — 1)s2/0.12 = 4.83. Nollhypotesen Hy kan alltsa ej forkastas pa nivan 10%.
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TMS056 Matematisk statistik V2, 5 p, 23 augusti 2006 eV
Anvisningar

Tentamen bestar av en teoridel med 3 uppgifter och en problemdel med 5 uppgifter. Teori-
uppgifterna ska besvaras forst. Inga hjalpmendel ar tillatna pa denna del. Pa problemdelen ar
riknedosa inkl manual, Beta och nagon av de larobocker i matematisk statistik som anvinds
pa Chalmers tillatna hjdlpmedel. Det &r ocksa tillatet att anvinda Tommy Norbergs Formler
och tabeller till matematisk statistik pa universitet och tekniska hogskolor, som kan laddas ner
fran Norbergs hemsida. Tillatna hjdlpmedel dr dven de fyra héftena Introduktion till stokastisk
simulering, Bayesiansk uppdatering av sannolikhetsskattningar, Poissonprocessen och extrema
laster samt Nagot om riskkostnader. Det dr tillatet med anteckningar i rimlig omfattning i
laroboken och i nedladdade héaften. Inga andra anteckningar ar tillatna.

Kom ihag att att alla svar skall motiveras savida ej annat sigs. Still upp modell nir det
behovs och ange de for utrdkningarna nédvindiga férutsattningarna. Skriv forstaligt (tydligt)
och anvind i &mnet etablerade beteckningar. Poing dras i I6sningar dar detta ej ar tillgodosett.

Teoridelen skall limnas in innan nagra hjilpmedel far tas fram.

For betyget 3 kriavs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p. Ev bonuspoing fran
inlimningsuppgifterna sinker grinser i motsvarande grad.

Examinator &r Tommy Norberg, tel. 7723528, 07307942 09. Tommy gar att nas per mobilte-
lefon under tentamen.

Losningar eller svar till uppgifterna publiceras pa webben. Se kursens hemsida.

Riéttningsprotokoll anslas i MV:F, plan 2.

— Teoridel —

1. Visa att

P(C)P(D|C)
P(C)P(D|C) + P(C"YP(D|C")

P(C|D) = (4 p)

2. Lat U,V vara tva oberoende N(0, 1)-variabler, och definiera

X =p, +o,U
Y=My+ay(pU+ \/l—pQV)

Visa att paret X,Y har en bivariat N(py, iy, 04, 0y, p)-fordelning. (Ledning: Linjérkom-
binationer av oberoende normalvariabler &r normalférdelade.) (4 p)

3. (a) I en unders6kning av det politiska opinionsliget infér det kommande valet uppgav
46,3% att de avser att rosta rod-gront medan 44,2% sade sig ha for avsikt att rosta
borgerligt. Institutet som gjort undersokningen meddelade att ledningen var statis-
tiskt sékerstilld. Forklara med nagra vil valda meningar for en som inte vet speciellt
mycket om matematisk statistik vad uttrycket "statistiskt sikerstilld” betyder i detta
sammanhang. (2 p)



(b) Du laser i en (vetenskaplig) tidskrift att en viss teknisk storhet har uppmitts till
25.63 med standardfelet ("standard error”) 3.73. Forklara kortfattat vad ordet stan-
dardfel betyder har? (2 p)

— Problemdel —

. I'idrottsféreningens lotteri har man 1000 lotter, varav det &r vinst pa 50 st. Din vin koper
3 lotter. Numrera dessa 1, 2 och 3. Ar sannolikheten att lott nr

(a) 2 &r en vinstlott >, < eller = 1/207? (1 p)
(b) 3 &r en vinstlott, givet att lotterna 1 och 2 bada &r nitar >, < eller = 1/207 (2 p)

. Berdkna vintevirde, varians och median for en stokastisk variabel X som ar Paretofor-
delad med téthet

a+1
f(z) = % (%) ’ for x> zr (4 p)

Parametern a > 0. For vilka « géller dina resultat?

. Antag att tiden tills en viss utrustning "gér ner” (alltsa slutar att fungera) ar exponenti-
alfordelad med vintevirde p. Parametern A = 1/u brukar da kallas for intensiteten. I ett
test av 7 sddana utrustningar uppmattes funktionstiderna

76.6 43 3.8 1.7 30.1 4.2 225

ML-skatta intensiteten A. (Obs att i uppgiften ingar att hérleda ML-skattningen.) (3 p)

. I syfte att pavisa att en ny typ av betong har béttre hallfasthetsegenskaper gjordes 10
provgjutningar av standardtypen och lika manga med den nya typen, och man maétte
bojhallfastheten. Darvid erholls, i nagon enhet, for standardblandningen, z = 13.1, s =
2.26 och for for den nya typen, Z = 15.6, s = 1.93. (a) Berédkna ett konfidensintervall for
differensen av de tva bojhéllfastheterna. Konfidensgraden ska vara ca 99%. (b) Ange de
for dina berdkningar nédviandiga forutsittningarna. (3+1 p)

. En del av en gammal industritomt ar féororenad av kvicksilver. Hur stor del vet man inte.
Inte heller vet man nagot om kvicksilvrets utbredning. Om man véljer en slumpmaéssig
punkt pa tomten pa mafd (d.v.s. si att alla punkter har precis samma chans att bli
valda) s& dr sannolikheten att ett jordprov taget i punkten ar férorenat lika med 6, dar 0
betecknar den andel av tomten som &r fororenad. Antag nu att man analyserar jordproven
tagna i 8 pa mafa och oberoende av varandra slumpvis valda punkter. Lat x vara antalet
fororenade prover. (a) Vilken fordelning har z om 6 &r givet? Antag vidare att man pa
nagot sitt har bestamt sig for a prioriférdelningen beta(2.25, 3.75) for 0, samt att 6 av de
8 proven befanns vara fororenade. (b) Vilken a posterioriférdelning har 67 (242 p)

Lycka till!



Svar eller kortfattade losningar till TMS056 Matematisk statistik V2 den 23/8-06

1. Notera forst att P(C|D) = P;C('g?) enl def av betingad sannolikhet. Men enl samma definition &r

P(CND) = P(C)P(D|C) och ur additiviteten fas dessutom att P(D) = P(CND)+P(C'ND) =
P(C)P(D|C) + P(C")P(D|C"). Sétt in uttrycket f6r P(C' N D) och det for P(D) i uttrycket for
P(C|D), sa erhélles den sokta likheten, som kallas Bayes formel.

2. Av ledningen f6ljer att paret X,Y har en bivariat normalférdelning, s det géller att verifiera
parametrarna i denna. Notera harvid att

E[X) = pz + 0, E[U] = pg
E[Y] =y + 0 (pEU] + V1= 2EIV]) = py
Var[X] = o2Var[U] = o2
Var[Y] = a§p2Var[U] + 05(1 — p*)Var[V] = 05/)2 + 05(1 - = 05

och

Cov[X, Y] = BI(X ~ o) (¥ ~ )] = B |(020) (o0 (U + VI~ 77V )]
= E[awaypU2 + og0yV/ 1 — pQUV] = 0,04pE[U?] + 0,04\/1 — p2E[UV]
= 0z0yp

ty E[U?] = Var[U] + E[U)> = 1 och E[UV] = E[U|E[V] = 0. Vi ser att viintevirden och
standardavvikelser dr de pastddda, samt att

Cov[X,Y]  ogzoyp

Var[X]|Var[Y]  0g0y

Corr[X,Y] =

Aven korrelationen #r alltsd den pastadda.

3. (a) Resultatet i undersokningen beror ju pa vilka som rékar bli tillfragade, s& det kan ju tédnkas
att man fick rod-gréon majoritet i undersékningen trots att det i verkligheten férhaller
sig tvartom. Att ledningen &r statistiskt sékerstédlld innebér att risken att det inte dr en
rod-grén majoritet i verkligheten dr max ca 5%.

(b) Standardfelet &r hdr skattningen av standardavvikelsen i den stokastiska variabel man skat-
tat den tekniska storheten med. Réitt far dven de som svarar o/+/n eller s//n.

4. (a) Man vet ju inget om lotterna 1 och 3, s& lott nr 2 méste vara en av 1000 okénda varav 50 ger
vinst. Sannolikheten att lott nr 2 &r en vinstlott ar darfor 50/1000 = 1/20. (b) Sannolikheten
att lott nr 3 ger vinst givet att lotterna 1 och 2 &r nitar dr 50/998 = 25/499 > 1/20, ty nér 2
nitar har dragits finns 998 okénda lotter kvar varav 50 ger vinst. Lott nr 3 &r en av dessa 998.

o0 +1 o
5.u:E[X]:/ wg(w—T)a davza:c%/ g ody = —> zp for a>1
Jar T \ T Jor -1
E[XQ]:/ w2£(m—T)a+1 dw:ax%/ g oty = 2 i for a>2
op TT \ T o7 oa—2
= o2=Var[X]=E[XY] - EX2=—"_22— (2 2, ’
a-2"T a—1
ala—1)? —a?(a—2) , 7 ,
= = f 2
@-1a-2 T @-1e-3 = 7



[e.e] _|_1 o0
0.5=P(X >m) = g(QC—T)OL da::ax%/ R (z—T)a
m LT T m m
= 051/04:1‘_T = m= T =z 21/a
' m 0.5/ 7T

6. Titheten, uttryckt m.h.a parametern X, #r f(z) = Ae™*, z > 0. Utfallet zy,...,7, av n st
oberoende observationer har dérfor trolighetsfunktionen

L) = f(z1) .. flon) = Ae M. Xe ™0 = \Pe A X%

ML-skattningen &r det A som maximerar trolighetsfunktionen. Logaritmera, sétt derivatan till
noll och 16s ut A:

L(\) =log LX) = nlogA = 1)z,
7

o
S
I
o
()
>3
Il
8
()
>
I
07
&

Il
K| ==

ML-skattningen éir saledes A = 1/%. Till sist, Y., z; = 76.6 + 4.3+ 3.8+ 1.7+ 30.1 + 4.2+ 22.5 =
143.2 = A = 7/143.2 = 0.0489.

7. Rutan pa sid 321-322 i D & F talar om att vi ska rdkna ut antalet frihetsgrader v enl
2
2.262 | 1.932
( o T 10 )

2.262 ) 1.932
Cie), ()

S =1556 = v=15

Konfidensintervallet ges utav

2.262 1.932
pio — p1 = 15.6 — 13.1 £ 2.9474 / 1—(? + 195’ =25+2.77

eftersom #150.005 = 2.947. S till férutsittningarna: Observationerna i de tva métserierna bor
vara oberoende och normalférdelade med vinteviarden uq, uo och standardavvikelser o1, 0. Om
fordelningen ej ar normal, s& bor den dnda vara relativt symmetrisk, for da kan man luta sig
mot centrala grinsvirdessatsen som séger att medelvirdena dr approximativt normalfordelade.

8. (a) Givet sannolikheten 6, dr = ~ bin(8, 0), eftersom de 8 provsvaren &r oberoende och for alla
giller att sannolikheten att provet &r fororenat &r lika med 6. (b) Med Bayes formel kan man
enkelt visa att om 6 ~ beta(a,b) och z|@ ~ bin(n, 8), s& ir 0|n,x ~ beta(a+z,b+n —z). Saledes
galler att @:s & posterioriférdelning ar beta(8.25,5.75).

Resultat:

[U[3[4]5]Sa]
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TMS056 Matematisk statistik V2, 5 p, 29 maj 2006 fm V
Anvisningar

Tentamen bestar av en teoridel med 3 uppgifter och en problemdel med 5 uppgifter. Teori-
uppgifterna ska besvaras forst. Inga hjalpmendel ar tillatna pa denna del. Pa problemdelen ar
riknedosa inkl manual, Beta och nagon av de larobocker i matematisk statistik som anvinds
pa Chalmers tillatna hjdlpmedel. Det &r ocksa tillatet att anvinda Tommy Norbergs Formler
och tabeller till matematisk statistik pa universitet och tekniska hogskolor, som kan laddas ner
fran Norbergs hemsida. Tillatna hjdlpmedel dr dven de fyra héftena Introduktion till stokastisk
simulering, Bayesiansk uppdatering av sannolikhetsskattningar, Poissonprocessen och extrema
laster samt Nagot om riskkostnader. Det dr tillatet med anteckningar i rimlig omfattning i
laroboken och i nedladdade héaften. Inga andra anteckningar ar tillatna.

Kom ihag att att alla svar skall motiveras savida ej annat sigs. Still upp modell nir det
behovs och ange de for utrdkningarna nédvindiga férutsattningarna. Skriv forstaligt (tydligt)
och anvind etablerade beteckningar.

Teoridelen skall limnas in innan nagra hjilpmedel far tas fram.

For betyget 3 kriavs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p. Ev bonuspoing fran
inlimningsuppgifterna sinker grinser i motsvarande grad.

Examinator dr Tommy Norberg, tel. 7723528, 073079 42 09.
Losningar eller svar till uppgifterna publiceras pa webben. Se kursens hemsida.

Riéttningsprotokoll anslas i MV:F, plan 2.

— Teoridel —

1. Formulera de tre sannolikhetsaxiomen och visa att

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B) (4 p)

2. Betrakta tva slumpmaéssiga tider 7 och 75. Antag att dessa dr oberoende och att deras
resp felintensiteter dr z;(t) = Ay och 25(t) = Ao. Lat T = min(73,73). Bestim T's
felbenédgenhet z(t). (4 p)

3. Antag att du har observerat medelvirdet Z och standardavvikelsen s i ett stickprov av
storlek n pa en variabel z, som dr normalférdelad med vintevirde p och okidnd standar-
davvikelse o. Hérled ett konfidensintervall for ;1 med konfidensgraden 1 — a. (4 p)

— Problemdel —

4. En s.k bindr symmetrisk 6verforingskanal har felsannolikheten 0.03. (D.v.s en séind etta
uppfattas som nolla i 3% av fallen och en sind nolla uppfattas som etta i 3% av fallen.)
Antag att ettor sinds i 60% av fallen och nollor i 40%. Hur stor ar sannolikheten att en
mottagen etta ar korrekt uppfattad? Ge svaret med 3 korrekta decimaler. (4 p)



. Lat u vara ett slumptal och 14t x vara heltalsdelen av 5u+ 1. Berdkna median, vintevirde
och varians for den stokastiska variabel X som z dr en simulerad observation utav. (3 p)

. Hér ar statistiken for april manad de 10 senaste aren for antalet olyckor sddana att minst
ett fordon behdver birgning, utefter en viss typ av vigar: 15, 12, 18, 8, 20, 15, 11, 16, 17,
21. (Réknehjilp: n = 10, >z = 153, > 2? = 2489.) Den totala striickan som statistiken
géller for dr 3807 km. (a) Punkt- och intervallskatta med konfidensen ca 95% intensiteten
olyckor per 1000 km for den aktuella typen av vdg. (b) Ange de for dina berdkningar
noédvindiga forutsittningarna. (3+1 p)

. I syfte att pavisa att en ny typ av betong har béttre hallfasthetsegenskaper gjordes 10
provgjutningar av standardtypen och lika manga med den nya typen, och man métte
bojhallfastheten. Darvid erholls, i nagon enhet, for standardblandningen, z = 13.1, s =
2.26 och for for den nya typen, £ = 15.6, s = 1.93. Undersck om det gar att pa basis av
dessa méatresultat, statistiskt sikerstilla att den nya typen har hogre bojhallfasthet.(3 p)

. I en analys av en kontinuerlig belastningsprocess fann man att den i medel Gversteg
larmnivan 10 MPa, A =067 ganger per dygn. Man ansatte att styrkan z MPa av ett
godtyckligt overskridande foljer en Paretoférdelning med téthet
_atlmy g 10
J@) =5 (10) or T
och ML-skattade a.. Darvid erholls & = 6.39. Ett larm betraktas som allvarligt om nivan
x oOverstiger tillbudsnivan 15 MPa och katastrofalt om den gar Gver nivan 20 MPa. I
genomsnitt kostar ett larm ca 5 kkr i utryckningskostnad, ett tillbud ytterligare ca 20 kkr
och en katastrof ytterligare ca 75 kkr. For larm, tillbud och katastrof &r alltsa totala
kostnaden ca 5, 25 resp 100 kkr. Gor nu foljande tva uppgifter.

(a) Skatta 50 dygnsnivan. (
(b) Skatta riskkostnaden. (

N DN
RS
~— ~—

Svaren skall ges med tva korrekta decimaler.

Lycka till!



Svar eller kortfattade losningar till TMS056 Matematisk statistik V2 den 29/5-06

1. Sannolikhetsaxiomen ridknas upp pé en OH, s& jag nojer mig hér med att bevisa P(AU B) =
P(A) + P(B) — P(AN B). Det kan goras pa flera sdtt. Hir &r en kortversion: P(A U B) =
P(AU(B\A)) = P(A)+P(B\A) = P(A)+P(B)-P(ANB), ty P(B) = P((B\A)U(ANB)) =
P(B\A)+P(ANB). (Axiomen var virda 2 p och 2 p fick de som gjorde ett ordentligt matematiskt
bevis av additivitetsregeln. De som endast férklarade regeln heuristiskt, t.ex m.h.a Venn-diagram,
fick noja sig med 1 p.)

2. Vi ser att de tva 6verlevnadsfunktionerna &r R;(t) = e ? for i = 1,2 (konstant felbensigenhet
har ju bara exponentialférdelade tider). Notera nu att T':s Gverlevnadsfunktion &r

R(t) = P(T > t) = P(min(T1,T,) > t) = P(Ty > t,T, > t) = P(Ty > t)P(Ty > t)
= Ri(t)Ry(t) = e~ M1H22t () = A + Xy

(Detta var tentans svéraste uppgift. Den ligger precis pé gréinsen till vad man som examinator
mojligen kan hoppas att ndgon skulle kunna klara.)

3. Vi utgar ifran att fT_\/% ~ N(0,1). Hirur foljer att fT_\% ~ t(n —1). Vil t,/o sa att P(T" >
ta2) = /2, diir T ~ t(n — 1). D4 foljer att P (—ta/z L < ta/Q) —1—a. Men

_ta/2 < ta/2 < T ta/23/\/ﬁ Sp<z+ ta/QS/\/ﬁ

/ f
Séledes giller att p = Z £1,/98 /+/n har konfidensen 1 — a. (Detta &r ett standardresonemang,
som man boér kinna till.)

4. Lat A betyda att en etta har sdnts och B att en etta har tagits emot. Enl uppgift &r P(A) = 0.60,
P(B|A) =0.97, P(A¢) = 0.40 och P(B|A¢) = 0.03. Bayes formel ger att
0.6 - 0.97 0.582 0.582

P(AB) = 0.6-0.97+04-003 0.582+0.012 0.594 ~ 0980

(Detta ar en standardtillampning p& Bayes formel. Det ska en V-ingenjor kunna. S& ar det bara.)

5. Notera forst att X antar vardena 1,2, 3,4, 5 med lika sannolikhet. S&m = 3, y = % (1+24+34+4+5)=
3ocho? = % (12 +22 432 +42+ 52) —32 = 2. (Fér den som kommer ihag hur man simulerar ett
tarningskast, var nog inte detta sa svart. Fast det géller ju att ha klart for sig hur man beréknar
median, vintevirde och varians.)

6. Notera forst att den sokta intensiteten dr A = 1/3.807, dar p som vanligt betecknar observa-
tionernas véntevéirde. Vi borjar med att berédkna z = % = 15.3 och s = (2489 — @> =
16.456 = 4.062. Ur t-tabell(2.5% risk, 9 frihetsgrader) far vi ¢, = 2.262 . Vi far nu att

u=153+2262-4.06/vV10=153+290 = AX=4.02+0.76

Sa till forutsdttningarna. De &r (1) att observationerna ar oberoende och likaférdelade (detta &r
faktiskt inte sjélvklart uppfyllt, vissa av de i studien ingdende vigarna kan ju t.ex ha upprustats
under studietiden; dessutom kan ett ev publicerande av olycksstatistik gora s att en del bilfo-
rare kor mer forsiktigt) och (2) att observationernas fordelning ar sdpass symmetrisk att cgs kan
tillampas trots att vi bara har 10 observationer. Vi réknar ju som om observationerna vore nor-
malfordelade, trots att vi inte alls vet om de &r det eller ej. En indikation (som inte diskuterats
pé foreldsning) pa att det kan vara ok att basera rikningarna pa cgs ar att s/z = 0.27. Hade



denna kvot varit storre &n ca 0.4-0.5 hade iallafall jag varit tveksam till cgs giltighet. Varfor:
Jo, for att fordelningen for variabeln vi méater da &r ganska osymmetrisk, vilket goér att man
antagligen behover fler &n 10 observationer for att cgs ska fungera vél. (Berdkningen av konfi-
densintervallet ska alla klara. Det som mdjligen var lite speciellt har var att man skulle dividera
med 3.807, for att fa rdtt enhet. Jag har kommit i kontakt med V-ingenjorer som trott att data
varit normalférdelade bara for att s/z ar litet eller for att man haft manga observationer. Gor
inte det misstaget.)

. Vihar n; =10, 21 = 13.1, s1 = 2.26 och no = 10, o = 15.6, so = 1.93 och ska testa Hy; o < p1

mot Hy : po > p1. Teststatistikans véarde &ar

15.6 — 13.1

t= % = 2.660
2.26 1.93
o T 10

Antalet frihetsgrader v &r heltalsdelen av

(2.262 1.932)2
10 10
_ =17.57

2.262) 1.932
G, (48)

d.v.s v = 17. I t-tabell, 17 frihetsgrader, avldser vi tg.95 = 1.740 och 999 = 2.567. Av t > tg.99
drar vi slutsatsen att Hy kan forkastas pa 1%-nivan. Det gir alltsd att statistiskt sikerstalla
att den nya typen har hogre bojhallfasthet. (Aven denna typ av statistisk analys ska alla klara.
Sérskilt nar man har tillgng till laroboken. Fast det géller ju att trdna innan tentan.)

. (a) 19.18 MPa (b) 6.05 kkr/dygn (I nigot av haftena framgar hur man l6ser den hér typen av

uppgifter. Att kunna berdkna en aterkomstnivad m.h.a POT-tekniken, menar jag &r en viktig
kunskap for en V-ingenjor. Fast det dr nog inte s manga som kan det idag. Férhoppningsvis &r
det fler om nagra ar. Aven riskkostnader ar det viktigt att kunna berdkna och forsta.)

Resultat:

| U3 [4]5] 8a]

antal | 38 31 13 1 83

45.8 | 37.3 | 15.7 | 1.2 || 100.0




