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Fortsédttning Markovkedjor

Varfor ar vi intresserade av den stationédra fordelningen?

Antag att en Markovkedja, {X,,}7°; paborjades for ldnge sedan, och vi dr intresserade av
sannolikheten att den nu befinner sig i ett visst tillstand j. Eftersom kedjan pagatt linge
borde sannolikheten att den befinner sig i tillstdndet just nu, eller om en tidsenhet vara
ungefir det samma. Matematiskt betyder detta att Markov kedjans fordelning konvergerar
mot nagon fordelning i som inte beror pa tiden:
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dvs:
lim P(X, = j) = u(j).
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Antag att kedjan har en sadan asymptotisk fodelning. Det forljer da att:
puP & ymp =, B

Alltsa uppfyller p vilkoret uP = p och &r en stationér fordelning for Markov kedjan. Forut
sa visade vi att om X,, ar finit och irreducibel sa har den precis en stationédr férdelning,
och det &r den den maste konvergera till.

Det ar viktigt att observera att inte alla Markovkedjor konvergerar pa det hir viset: om
kedjan, till exempel, dr periodisk och endast kan befinna sig i tillstand j pa jamna tider
dr ju sannolikheten att den &r d&r nu, och om en tidsenhet inte den samma.

Sats: En irreducibel, aperiodisk Markov kedja {X,,}5° ; med finit tillstandsrum konverge-
rar mot sin unika stationéra fordelning
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Beviset for detta dr mycket vackert, men ingar inte i denna kurs.

Exempel: Spelarens Fordérvelse

En person spelar pa ett kasino. Han borjar med 4 dollar, och i varje spelomgang vinner han
en dollar med sannolikhet p eller férlorar en med sannolikhet ¢ = 1 — p. Spelet fortsétter
tills han nar NV dollar, eller ar ruinerad. Han formogenhet efter n omgangar skrivs X,, och
ar en tidshomogen Markovkedja pa S = {0, ..., N} med 6vergangs-matris:
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Observerar att 0 och NV ar absorberande tillstand - nir processen vil natt dem kan den
aldrig ldmna. Lat nu w; beteckna sannolikheten att vi nagonsin nar N om vi borjar i
tillstand .
w; = P(X, nar N| Xy =1)
= P(Xn nar N‘Xo =,X1=1i+ 1)Pi,i+1 + P(Xn nar N‘Xo =1,X1=1— 1)Pi,i—1
= Wi41P + Wi-1q
Det sista steget kraver (sa klart) Markov egenskapen!

En omskrivning av ovan ger att w;y1 — w; = %(wi —wj—q) fori =1,2,..., N — 1. Vi vet
dven att wg = 0, sa
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Genom att summera termerna langst till vanster och hoger, sa far vi att

womma ()6 ()

Hogerledet &r en sa kallad geometrisk summa, for vilken det finns en kénd formel. Det
foljer att:

1—(g/p)" 1
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Eftersom vi vet att wy = 1, kan vi 16sa ut w; ur formeln, och far:

1—(q/p)’ 1
w; = 1'7(Q/p)N om p 7é 2
i omp=gq= %

Detta ger oss alltsa sannolikheten att spelaren nagonsin nar N dollar. Alternativet ar att
han blir ruinerad innan detta intraffar. Sa varfor dr detta intressant? Antag att han borjar
med $20, och spelar tills de &r borta eller han nar $40. Det foljer da av inséttning i ovan
berdkning att om p = 0.5 sa &r sannolikheterna for de mojliga utfallen bada en halv. Det
verkar rétt.

Men vad hidnder om kasinon har ett litet 6vertag? Antag att p = 0.45. Spelet kan tyckas
vara “nastan jimnt”, men fran ovan berdkning far vi att

1 — (.55/.45)%
iy = L= (55/.45)

~ 0.018.
1— (.55/.45)%

Det vill séiga, spelaren har mindre en 2% sannolikhet att ha pengar kvar néir han limnar
kasinot. (Observera att om spelaren hade satsat alla pengarna pa fosta kastet i stéllet for
en dollar i taget, hade han klarat sig mycket béttre!)



Tidskontinuerliga Markov Kedjor

Nu talar vi lite om Markov kedjor i kontinuerlig tid. En tidskontinuerlig stokastisk pro-
cess {X;}+>0 med diskret tillstandsrum S dr en Markov kedja om om uppfyller Markov
egenskapen:

P(th+1 - jn+1|th — jn, th—l — jnfl’ ceey Xto — JO) - P(th+1 — jn+1|th - ]n)

for allan € N, t,41 >t > ... > t9 > 0 € R och jp41,Jn, -, jo € S. Det vill sdga (precis
som i det tidsdiskreta fallet): Fordelningen vid den framtida tiden ¢,4; beror bara pa
processens virde nu (t,) och inte pa det forflutna.

Kedjan kallas tidshomogen om P(X; = j|Xs = i) = P(X;—s = j|Xo = 7). Liksom tidigare
kommer vi endast att diskutera tidshomogena Markov kedjor.

Betédnk nu en tidskontinuerlig Markov kedja pa rummet S = {0,1}. Om kedjan borjar i
tillstand 0, finns det en stokastisk variabel som beskriver tiden tills kedjan hoppar till 1
forsta gangen. Vi kallar den tiden &.

Antag nu att vi vet att kedjan inte hoppat efter 10 tidsenheter? Vad &r sannolikheten att
den ar kvar efter 157 Det vill séga, vad &ar

P(& > 15]& > 10)?

Fran Markov egenskapen sa vet vi att det som hént tidigare inte har inverkan pa kedjans
framtiden givet var den befinner sig nu. Sa sannolikheten att den &r kvar i 0 i ytterligare
5 minuter utan att hoppa kan inte bero pa hur linge vi vantat hittills. Alltsa géller:

P(fo > 15’50 > 10) = P(§0 > 5).

Det foljer att £ maste vara en “minneslds” stokastisk variabel, och den egenskapen har
endast exponentialfordelningen. Det foljer alltsa att & dr Exp(\g) fordelade for nagon
intensitet A\g. Samma sak géller tiden tills vi hoppar fran tillstand 1 till 0.

En tidskontinuerlig Markov kedja pa S = {0, 1} har alltsa alltid foljande form:

e Nir den ér i tillstand 0 véntar den en Exp(Ag) tid tills den hoppar till tillstand 1.

e Nir den ér i tillstand 1 véntar den en Exp(A;) tid tills den hoppar till tillstand 0.

I allménhet sa ser en tidskontinuerlig Markov kedja ut sa hr:

Befinner vi i tillstand 4, sa finns det en Exp(g;;) fordelad stokastisk variabel &;; som ger
tiden tills vi hoppar till j. Nar den forsta sadanna héndelse intréffar, hoppar vi till det
tillstandet.

Matrisen:
G = (9i5)ijes
med g;; = — Zjes_{i} 9i; kallas kedjans generator.
e gi; ger takten (intensiteten) med vilken vi gar fran 4 till j.

e —g;; ger taken med vilken vi ldmnar tillstand 4.



