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loser ekvationerna. Berdkna sedan P,.
Anmirkning. Ofta &r det omdjligt att berdkna P, explicit. Man far va-
ra nojd om det gar att bestimma P! Detta medfor ej att Markovteori ar
oanvindbar: Tvartom ar det en av grundvalarna for modern matematik och

matematisk statistik att betydelsen av explicita berdkningar visentligt ned-
tonats. Mer kan visas och forstaelse bli battre vid symbolisk analys!

10.6. Lat M vara en n|n-matris med distinkta egenvirden Aq,..., A,. I 6v-
ning 10.5 ¢ beriiknades M’ via diagonalisering M = Q~'diag(\1,..., \n) @
for nagon n|n-matris Q. Det dr arbetsamt att bestdimma och invertera Q:
Hér visas hur arbetet kan reduceras med hjilp av teori fér matrisfunktioner
(som occksa behdvs for studiet av tidskontinuerliga kedjor).

a) Det karakteristiska polynomet pps for M definieras
par(N) = det(WT— M) = 35— ma AP = A" 4+ 3770 mg AP
Anvind M = Q~tdiag(\1,..., \,)Q till att visa Cayley?-Hamilton’s sats:
pa(M) = 35 _g miM¥ = M™ + 37375 my MF = 0.
b) Anvind delévning a och induktion till att visa sambandet
M= mO MR for €eN,  for nagot val av ml?, ... Y eR.

Man kan pa analogt sitt visa (men gor ej det) att det finns en konstant K >0
sadan att |Th,(f)| < (Kn)® for (€N,

¢) Visa att matrisnormen || A = [Z?=1Z?=1(A)22j]1/2 for n|n-matriser A
och B satisfierar ||AB|| < ||A|||B]|, med hjéilp av
Cauchy—Schwarz olikhet: |Zzz1akbk’2 < (roiar) (Oroibi).

d) Visa att for matrisnormen i delsvning ¢ || A¢|| < || A||* for £€N.
e) Visa med hjilp av delévning c och d att [(A%);;| < | A||* for £eN.

. . . L .
f) Givet n|n-matriser By, By, ... sa konvergerar >,/ By da L— o0 med
grinsvarde B:E;io By om summan konvergerar elementvis, dvs. om

2Engelske matematikern A. Cayley 1821—1895.
3Engelske matematikern W.R. Hamilton 1805—1865.
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(ZszoBl)ij = ZzL:o (Bz)ij — (B)ij = 202 (Bf)ij'

For en hel analytisk funktion f(z) =Y o, arz*, z€C (med absolutkonver-
gens), definieras f(M) = > ;2,a,M" Visa med hjilp av delévning e att
summan f(M) =", a¢M* verkligen konvergerar.

g) Visa att for en hel analytisk funktion f(2) =Y ,o,ar2’, z€C, &r
FM) = QM diag(f (M), ... f(An)) Q-
h) Visa med hjilp av delévning b att for f:C—C hel analytisk ér
f(M) = ZZ;S mgf)Mk for nagot val av méf), . .,miﬁl e C.
i) Visa att for f:C—C hel analytisk giller att
on =" P ut = 100 = @ ding(X AT e
k=0 k=0 k=0

j) Visa med hjilp av delévning g—i att for f:C—C hel analytisk &r
FOM) = m Dk aae ST mINE = f(N) for €=1,...,n.

Allsta fas {m,ﬁf )} i formeln for f i delévning h genom att 16sa ett n|n-ekva-
tionssystem, vilket d&r mindre arbete &n att bestimma och invertera Q.

Anmirkning. For en n|n-matris M med n<n distinkta egenvirden Ap,
..., As med multipliciteter my,...,mz, dvs. par(X) = [Ty (A=Xe)™, gil-
ler formeln i 6vning 10.6 h, men koefficienterna bestdms av ekvationerna

| = 2O
A=\ daxm A=A\,

for m=0,....,m;—1,i=1,...,n.

n—1

a2 mif))\k
k=0

10.7. Bestdm 771(()”),7ngn)7 m;") €R saatt P" = m(()n)]+mg")P+m§")P2

for kedjan {X,, }nen 1exempel 10.3 (men P™ behover ej berdknas). Uttryck

pa samma vis ef = m{"P T +m P P4 m{™ P2 Utnyttja att

(=r® _lor b

1 1 1 -1 (2—r)r? r2 (2—7r)r?

1—7r 1 1—r 1

b U = T aoet e T aene
(2—r)r? (I=r)r2  (I—r)(2—r)r?

10.8 a) Bestém perioderna d(0)—d(2) for kedjan {X,,}nen 1 exempel 10.3.



