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1 Finns slump?

Mellan idealiserade fysikaliska lagar och vanliga observationer behovs ett “kitt”
som klarar av att det inte stammer exakt ens i vetenskapliga laboratorier och
annu mindre vid matningar i falt. Den industriella situationen ar kanske dnnu
mer approximativ an vetenskapliga laboratorie- och filtmétningar for dar klarar
man ofta inte att teoretiskt modellera den fysik och kemi som hanteras. Hur beror
t.ex. papperets draghallfasthet pa egenskaperna hos den ved och de tillsatser som
man kokar? Istallet mater man experimentellt och ofta med betydande variationer
som skall hanteras och tolkas.
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Figure 1: Variationer pa kvalitetsmatt i lopande papperstillverkning.

Genom att sluta klamra sig fast vid en férenklad deterministisk (6desbestamd)
varldsbild och acceptera slumpmassig variation som ett naturligt fenomen kan vi
bade mata och tolka den information som ges av storda data. Detta har man tagit
fasta pa i modern processtyrning dar datorernas eller styrkretsarnas ekvationer
baseras pa slumpmodeller for kommande avvikelser fran den ideala banan. Nagra
situationer att fundera over:

Om man studerar jorden fran satelliter eller studerar atmosfaren genom att
méata mottaget solljus sa far man kraftiga storningar att hantera. Dessa kan



inte forklaras av nagon deterministisk modell eftersom vi inte har en chans att
kartlagga temperaturskiktningar, smaskalig turbulens och fuktvariationer som
ljuset passerar utan resultaten modelleras bast som slumpprocesser. Motsvarande
galler for de flesta typer av kvalificerade matningar och for telekommunikation,
radar, atmosfarfysik, miljoméatningar etc.

En makroskopisk bild av materia ger t.ex. att gaser har tryck, temperatur
och volym och att PV/T &r konstant for en innesluten gas. Forsok att méta dig
fram till denna lag sa méarker du snart att det finns variationer i data som inte ger
konstant resultat ens om utrustningen ar forstklassig (fast felen blir naturligtvis
mindre da). Om gasen blir extremt tunn blir inte den fysikaliska tolkningen av
relationen PV/T lika sjilvklar. Trycket ges av molekylernas bombardemang och
paverkas av deras hastigheter och massor. Molekylernas hastighetsférdelning blir
intressant och man uppfattar till sist de individuella partiklarna eller atminstone
variationer som de ger upphov till och begreppet tryck blir en medelvardesbildning
liksom temperatur blir en egenskap i hastighetsférdelningen.

P& &nnu finare niva dn gasens molekyler kan man inte teoretiskt forklara det
grundlaggande spelet hos elementarpatiklarna utan att inféra sannolikhetsmod-
eller och det har verkligen gjorts forsok att undvika detta. Trots det kan man
kanske inte utesluta mojligheten att en ny ickestokastisk teori kan formuleras for
elementarpartiklar.

Begreppet slump ar tydligen anvandbart till att beskriva effekterna av en
massa okanda detaljer och till modellering av partikelfysik liksom till modellering
av storningar och dynamik i diverse industriella och andra sammanhang. Det ar
ett viktigt inslag i mycket av dagens ingenjorskonst. Anda kan man naturligtvis
diskutera om slumpen finns som en fysikalisk realitet. (Genom kaosmodeller har
man t.ex. visat att mycket oregelbundna och maérkliga resultat kan far ur en-
kla slumpfria uttryck och datorernas slumptal, som sa vél illustrerar hur slump
fungerar, ar ju ingen riktig slump om inte slumpen kan foras in via startvardet.
Var och en har mojlighet att valja sin tolkning men det blir onekligen roligare att
lara sig nagot som existerar an nagot som bara approximerar.

Det finns filosofiska Gvertoner i valet av teoretisk varldsbild. Medan determi-
nistens varld ar 6desbestamd och din och min vilja darmed ocksa given pa forhand
sa ar den stokastiska varldsbilden betydligt rikare pa mdjligheter. Det hela kan
borja i vilken enkel situation som helst, t.ex. tarningkastet eller lotten. Uppfattar
vi slump i nagon sadan situation sa finns den i naturen och darav foljer det hela.



2 Grundmodellen

Om det som vi observerar kan ge flera mdjliga resultat trots samma (synbara) yt-
tre forutsattningar sa ar det lage for en sannolikhetsmodell. Den bestar i grunden
av tva enkla delar:

a. en beskrivning av alla majliga resultat;

b. ett matt pa sannolikheten for de olika resultaten.

2.1 Utfall och utfallsrum

Vi kallar mojliga resultat for wifall w och mangden av alla utfall kallar vi utfalls-
rummet

(2 = maéngden av utfall w. (1)

Ett sadant utfallsrum kan vara allting fran en lista med nagra fa mojligheter
till ett komplicerat matematiskt begrepp med oandligt manga utfall. Det blir
gott om exempel pa bade andliga och odndliga utfallsrum langre fram men vi
ger ett par inledande fall hir. Ett tirningkast har Q = {1,2,3,4,5,6} nir man
studerar vilken sida som kommer upp. Ett annat enkelt forsok ar att ga ut pa
gatan och se hur manga personer man behover mota tills man moter nagon som
“ser varre ut” &n man sjilv. Det forsdket har (nfstan) ingen dvre grins sa vi
véljer Q = {1,2,3,...} = N som méingden av alla naturliga tal och det ar ju ett
numrerbart oandligt utfallsrum.
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Figure 2: Utfallsrum for tva smakprovare (tdrningkast) som a) identifierar indi-
viderna (tdrningarna), b) inte skiljer dem at utan sorterar resultaten.

Exempel 2.1 Tarningkast eller vinprovning kan beskrivas med samma utfalls-
rum. Om vi vill jamfora ett nytt vin med fem vilkdnda vinsorter sa kan vi ge
en forsoksperson i uppdrag att rangordna smakupplevelsen utan att veta vilket



vin som ar det nya. Det nya vinet kan da hamna pa platserna 1 till 6 precis som
tarningen. (Sannolikheterna kommer naturligtvis att bero pa hur gott det nya
vinet &r.) Utfallsrummet for ett sadant forsdk med tva vinprovare (eller kast av
tva tdrningar) kan goras pa atminstone tva sitt som vi kan askadliggora grafiskt
i figur 2.

Exempel 2.2 Om vi ndrmar oss en riktig provsmakningssituation och i exem-
pel 7?7 skaffar en storre smakpanel bestaende av t.ex. 24 forsokspersoner som
alla far rangordna det nya vinet jamfort med de fem gamla (eller om vi gor 24
kast med tdrning) sa kan vi inte langre rita utfallsrummet. Istéllet skapar vi
da en vektorbeskrivning sa att ett utfall w antingen blir en vektor med 24 ele-
ment i w = (U1, U, ..., us), dir u; ar heltal mellan 1 och 6 svarande mot den
1:te forsokspersonens rangvirde pa vinet eller ocksa offrar vi kopplingen till in-
dividerna och beskriver utfall med vektorer w = (v, vo,...,vs) dir v; anger hur
manga ganger rangvirdet i erhalls och darfor ar heltal mellan 0 och 24 som upp-
fyller 3" v; = 24.

Anmarkning 2.3 Exemplet visar ett par viktiga saker. For det forsta finns
det flera utfallsrum som kan passa pa samma praktiska problem sa vi har ingen
entydighet utan forsoker vilja ett som gor berdkningar och sannolikheter sa enkla
som mojligt. Antalet utfall ar i regel sa stort att det inte l6nar sig att striva
efter att skapa fa utfall utan det ar battre att behalla symmetrier och en tydlig
struktur. Dessutom behdver vi nastan aldrig summera eller pa annat sitt peta
i de enskilda utfallen utan dr mest intresserade av att de finns och kanske kan
grupperas i olika mangder. Ibland behover vi kunna rakna dem. Till exempel ar
det enklare att arbeta med 24-dimensionella vektorer i utfallsrummet dn med den
kortare beskrivningen med 6-dimensionella vektorer med bivillkor. Detta trots att
det blir enormt mycket fler utfall med de langa vektorerna. (6%* = 4.7 x 10'® mot

(24; 5) = 118755 dvs drygt tio “svenska” biljoner (10'®) ganger flera.)

Anmairkning 2.4 Exemplet visar ocksa att nér ett forsok upprepas eller nar man
gor en kedja av delférsok (hér 24 upprepningar) sa kan vi lata hela resultatserien
representeras av ett samansatt utfall som kan uttryckas med en vektor eller nagot
likvirdigt (en funktion eller en bild t.ex.).

2.2 Handelser som grund for sannolikheter

Sannolikheter betecknas med P (som i probabilité eller probability) och om
ar andligt eller numrerbart oandligt sa kan man oftast ge varje utfall en egen
sannolikhet p; = P(w;). Varje utfall i tdrningkastet (nir man bara gor ett kast)
bor t.ex. rimligen fa sannolikheten 1/6 eftersom alla sidor har samma chans. Det
kan bli besvérligare nir utfallen adr fler &n numrerbart manga. Vi kan t.ex. ha
reella axeln som utfallsrum, eller bara en liten del av axeln t.ex. intervallet (0,1).
Tanker vi da att utfall intill varandra bor ha ungefir samma sannolikhet och
forsoker ge denna ett virde storre dn noll sa blir omedelbart totalsannolikheten



odndlig om vi vill tillata summation. I det laget utgar vi istillet fran s.k. hdndelser
som &dr sannolikhetsldrans namn for (en lamplig klass av) méngder av utfall.

Pa reella talaxeln kan handelserna vara delintervall och sammanséattningar av
flera delintervall (dnda upp till numrerbart manga) och sannolikheter kan da ofta
beskrivas som integraler av nagon positiv funktion over det omrade som ingar
i hindelsen. Om sannolikheter ges av integraler sa vet vi att vanliga integraler
blir noll om man bara integrerar 6ver en enda punkt. Eftersom ett helt intervall
bor ha mer sannolikhet dn en punkt inuti intervallet sa galler for utfallet w = a
(héndelsen bestaende av detta enda utfall)

a+h
P(a) < /G_h f(z)dz — 0,h — 0.

I en sadan beskrivning ar det darfor naturligt att enskilda utfall har sannolikheten
0 men att en hindelse bestaende av 6veruppriakneligt manga utfall 4nda kan fa
positiv sannolikhet. En annan sida av saken ar da att handelser som har sanno-
likheten noll faktiskt intraffar. Om vi t.ex. studerar tiden tills ndsta stromavbrott
intraffar sa ar det naturligt att anvinda positiva reella axeln som utfallsrum och
se tider intill varandra som ungefar lika sannolika. Vi har ju ingen atomar bild av
tiden utan ser den som en kontinuerlig storhet. Vi skall nu férsoka hitta en funk-
tion att integrera fram sannolikheter ur. Funktionen f(x) = ae™®" dr ett naturligt
val i den hir situationen vilket vi motiverar langre fram. I nagot 6gonblick héander
ett avbrott men det 6gonblicket hade ju liksom alla andra sannolikheten noll.

2.2.1 Spelregler for handelser

I odndliga utfallsrum behovde vi infora en klass av handelser som vi sedan kan
definiera sannolikheter for. Det dr da viktigt att den klassen blir sa stor sa att
vi kan gora de berdkningar som behdvs. Samma méangdoperationer gar sjalvklart
att utfora pa dndliga utfallsrum sa det som foljer géller generellt.

Lat H vara méingden av alla hdndelser som vi definierar och anvénd stora
bokstaver A, B,C,... i alfabetets borjan som namn pa enskilda handelser i H.
Vi kraver nu att H inte dr tom och att om A, B, och A; tillhér H sa skall ocksa
foljande mangder ligga i H !

AUB union, utfall som ligger i minst en av A och B

U®A; numrerbar union 2)
AN B snittmangd, utfall som ligger i bade A och B

A komplement, utfall som inte tillhor A.

Kraven gor att H blir en hindelsealgebra (en sigmaalgebra) som &r sluten under
union, snitt och komplement bara vi begransar oss till numrerbart manga sadana
operationer.

1Egentligen har vi onddigt ménga villkor i (??). T.ex. innebir anmirkning ?? tillimpad
pa 2 hindelser A och B att AN B foljer av union och komplement och parvis union féljer av
numrerbar union om man sétter alla hindelser lika utom en. Av pedagogiska skél och f6r att
spara tid till viktigare saker har egenskaperna listats direkt.



Anmairkning 2.5 Om (2 ir dndligt sa kan vi definiera H som klassen av alla
delméangder till utfallsrummet. Da finns det bara andligt manga handelser och
numrerbara unioner och snitt kommer i sa fall att upprepade ganger anvinda
samma héndelse. Sjalvklart ligger da alla resultat av méngdoperationer pa hén-
delserna kvar i H eftersom H inneholl allt.

Anméirkning 2.6 Overtyga dig om att numrerbara snitt #r tillitna utan att
limna H om (??) galler genom att verifiera att UA; = NA;, dar strecket over
mangduttryck betyder komplementhandelsen. Eftersom vanster led bara anvander
tillatna operationer sa ligger det i H och darmed gor ocksa hoger led det.

Vad skall man ha dessa begrepp till? Jo dels visar det sig lampligt att definiera
sannolikheter for en sadan klass H, dels behover vi dem for en beskrivning av
manga vardagshandelser som kombinationer av mer elementira héndelser. Vi
antyder ett par sadana fall har.

Exempel 2.7 Antag att ett telemeddelande behover ga over k lankar for att
komma fram och att vi gor en stokastisk modell for nar linkarna ar hela eller
trasiga. Den modellen far odndligt manga utfall om vi vill gora en tidsbeskrivning
och inte bara se pa en enda tidpunkt. Lat A; = “lank ¢ ar trasig niar meddelandet
skall fram”, d.v.s. A; &r mingden av sadana utfall i utfallsrummet. U¥ A; betyder
att meddelandet stoppas niagonstans och N¥A; = m betyder att det kommer
fram.

Exempel 2.8 En lastbil med 3 hjulaxlar har 2 framhjul och 4 bakhjul. Den kan
koras sa lange bada framhjulen och minst ett bakhjul pa vardera sidan ar hela. I
ett utfallsrum modelleras hjulens tillstand. Lat A;, A, vara héndelsen att hoger
resp. vénster framhjul ar sonder, B;, B, detsamma foér fraimre bakhjulen och
C1, C5 samma, for bakre bakhjulen. Lat D vara handelsen att den inte kan koras.
Da ar

D=AUAU(B;NCy)U(ByNCy)

D=A4,NA4;,N(B;UC)N(ByUCy)

Eftersom det i vissa modeller kan vara enklare att berakna sannolikheter for snitt
an for unioner och komplementhéandelser ibland blir mycket enklare att studera
sa gor man ratt ofta omskrivningar av sina handelser.



3 Sannolikheter

Sannolikhetsmattet P definieras for klassen H av hiandelser sa att ett antal naturliga
axiom uppfylls. Lat () beteckna den tomma méngden och kalla tva méingder A
och B disjunkta om AN B = (. De &r da uppbyggda av helt olika utfall. Ryssen
A. Kolmogorov inférde pa 30-talet ett axiomsystem for sannolikheter.

Kolmogorovs axiom

a) 0<P(A)<1

b) P(AUB)=P(A)+P(B)om ANB =0 disjunkt union (3)
¢) P(UA;) =3 P(4;)om A;,NA;=0,i#j. numrerbar union

d P(Q)=1.

Ur axiomen kan alla grundlaggande resultat harledas. T.ex. foljer det sjalvklara
resultatet att P(A) = 1 — P(A4). (Om sannolikheten for A dr 0.3 sd ar sanno-
likheten att A inte intréffar 0.7.) Anvénd foljande steg for att formellt visa detta.
Eftersom A innehéller precis de utfall som inte finns i A s& géller AN A = () och

AU A = Q varfér b och d ger P(A) + P(A) = P(Q) =1, eller P(4) =1 — P(4).
En enkel figur gér manga sannolikhetsresonemang sjilvklara. Om vi bara be-

traktar 2 handelser sa finns det i princip 4 mojligheter att tillhora eller inte tillhora
handelserna. Vi kan antingen gora en fyrfaltstabla eller rita ett s.k. Venndiagram:

A
Figure 3: Fyrfaltstabla till vinster och Venndiagram till hoger. I Venndiagrammet
ligger AN B som yta utanfor mangderna A, B.

Vi kan nu latt se att det finns en generalisering av unionssannolikheten i axi-

o P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB). (4)

I figuren ges unionen av de tre delomraden som tillhér bara A eller bara B eller
AN B och vénster led ger summan av deras sannolikheter (enligt ?? punkt b
eller ¢). Summan P(A) + P(B) riknar in snittsannolikheten tva ganger och det
korrigerar vi genom att subtrahera den i hoger led.

Forvizla inte mangdregler och sannolikhetsmatt. I unioner av handelser finns det
wngen dubbelrakning av utfallen — det som ar med v en enda unionshandelse ar lika
mycket med som det som ingar i flera av unionshdndelserna. I P(A) + P(B) blir
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ddremot snittsannolikheten raknad dubbelt medan den i unionssannolikheten bara
skall raknas en gang.

Exempel 3.1 Ett tvadagars konsertarrangemang skall regnforsikras och forsik-
ringsbolaget vill bedoma risken att fa betala. Man beslutar att ersattning skall
utga om det nagon av dagarna blir regn, definierat som minst 0.1 mm nederbérd
i en narliggande métstation under den aktuella tiden . Sannolikheten for mer
an 0.1 mm nederbord under de 8 timmar som ar kritiska under en kvall ar 0.08
enligt klimatdata for den aktuella manaden och orten och sannolikheten att det
regnar tva dagar i rad under dessa timmar ar 0.04. Vi skall berdkna sannoikheten
att det blir regn nagon av dagarna. Infor handelserna A; = regn dag 1, Ay =
regn dag 2. Da ar P(A;) = P(Ay) = 0.08 och P(A; N Ay) = 0.04 och vi far
P(A; U Ay) = 0.08 + 0.08 — 0.04 = 0.12 som ar sannolikheten att fa betala ut
ersattning.

Unioner av flera hindelser
En bra ovning i unioner ar att visa att

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(ANB)] — P(ANC) — P(BN C)

+P(ANBNCQO).

Man kan antingen se det i ett Venndiagram genom att kontrollera vilka omraden
(utfall) som réknas flerdubbelt eller inte alls i olika steg av summan, eller ocksa
anvander man unionsformeln fér 2 handelser upprepade ganger. Dérefter ser man
troligen hur formeln kan byggas ut till unionen av n handelser.

Exempel 3.2 Det ar fest och n stycken Emil gar dit med varsin tjej och varsin
tofsmossa. Efter ett tag ligger alla mdssorna huller om buller och i det tillstand
som rader tar alla Emil med sig en flicka och en moéssa helt pa mafa nar det ar
dags att ga hem. Flickorna vet nog vad de gér men vad ar sannolikheten att ingen
Emil far sin egen mossa med sig hem? Det ar inget litt problem att l6sa men
motsatsen, sannolikheten att nagon far sin egen mossa, kan vi atminstone teckna
som en union av n handelser A; = Emil nr ¢ tar sin egen mossa. Med den formel
for sannolikheten for en sadan union som du eventuellt har kommit fram till, och
eftersom s& méanga sannolikheter blir lika (P(A;) = 1/n, P(A;NA;) = 1L etc.)
sa far man ett vackert resultat som dessutom konvergerar nir n — oo och redan

ett litet antal n > 5 racker nistan for konvergensen?.

Exempel 3.3 Vid en statistisk slutsats som baseras pa data tar man alltid en
viss risk att gora fel. Konsten dr att kunna bedoma risken och gora den rimligt
liten. Lat a; vara sannolikheten att slutsats nummer ¢ blir fel och antag att vi
behover gora k olika sadana slutsatser. Vi skall visa att sannolikheten att alla blir
korrekta ar minst 1 — Z'f Q;.

2Sannolikheten att nigon fir sin egen, P(UA;) — 1 — 1 Sannolikheten att ingen fir den
— % = 0.368. n =4 ger 9/24=0.375, n = 5 ger 0.3667 och n = 6 ger 0.368.



Infér hindelsen B = alla slutsatser ar korrekta, och héndelserna A; = slutsats 7
blir fel. Lat A = UA; som innebir att nagon slutsats blir fel. D& dr A = B och
1 — P(B) = P(UA;). Vi skall visa att den sista unionens sannolikhet begrénsas
av summan av de ingaende hindelsernas sannolikheter.

For tva hindelser gav (??) att P(A; U Ay) = P(A;) + P(Ay) — P(A; N Ay) <
P(A;) + P(A,) sa dir stimmer det. Men stdmmer det for tva sa stimmer det
for tre eftersom A1 U A2 U A3 = (A1 U AQ) U A3, och da blir P((A1 U AQ) U Ag) S
P(A; U Ay) + P(Aj3) enligt resultatet for tva hindelser (dir unionen i parentesen
blir den ena héndelsen). Men vi hade redan P(A; U As) < P(A;) + P(A3) och far
dérfor P(A; U Ap U A3) < P(A;) + P(Ay) + P(A;z). Samma metod kan anvindas
rekursivt for att oka upp antalet handelser till ett godtyckligt k. Slutligen far vi
P(B)=1—-P(U4;) > 1 -3 P(4;) eller hur?.

Det vi kom fram till i beviset av exemplet dr en enkel och valkdnd olikhet
(Booles olikhet eller Bonferronis olikhet beroende pa sammanhanget).

P(UA;) <) P(A); (5)

dar indexet ¢ tar hogst numrerbart manga varden. Fundera girna ut vad den
betyder i ett Venndiagram.

3.1 Hur manga mojligheter? Ett satt att bestamma san-
nolikheter.

Nar vi vill se pa hur manga siatt nagot kan goras sa ar vi eventuellt tillbaka i
utfallsrummet och raknar utfall. Det blir ofta stora tal. Antalsrakningen kan ofta
kopplas till sannolikheter, sirskilt nar de olika utfallen ar lika sannolika pa grund
av symmetri (och dndligt manga). Da far vi sannolikheter for hindelser om vi
dividerar antalet utfall i handelserna med det totala antalet utfall. T oandliga
utfallsrum kan man ibland ha nytta av att istillet rdkna antalet handelser av
en viss typ sa metoder for att systematiskt berdkna antal dr nyttiga dar ocksa.
Liknande antalsrikning kan vara bra i helt andra situationer ocksa, t.ex. for
att kontrollera hur manga specialfall en programmerare tvingar datorn att lopa
igenom.

3.1.1 Multiplikationsprincipen

Om matsedeln pa krogen har 4 forratter, 7 varmrétter, 3 deserter, 4 sorters kaffe
och 12 dryckesalternativ och vi bestammer oss for att ata en rejal middag med
alla de har ingredienserna, hur manga olika bestallningar kan vi da gora? Ja, for
varje forratt kan vi vélja 7 huvudratter sa redan dar har vi 4 x 7 = 28 mojligheter.
Varje sadan kan sedan kombineras med vilken desert som helst. Ny produkt eller
hur! Det totala antalet kombinationer ges av produkten 4-7-3-4-12 = 4032 sa
kyparen har en del att halla reda pa. I det har fallet ar det samma varmrétter
som kan bestallas oavsett vilken forratt man tog, men det enda som ar viktigt for
multiplikationsprincipen ar att antalet mojligheter ar givet oavsett tidigare val.
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Multiplikationsprincipen kan darfor formuleras for en serie av & steg

Om det finns ny alternativ © steg 1 och for varje sadant alternativ finns ny alter-
nativ 1 steg 2, och for varje sdtt att utfora steg 1 och 2 finns ng alternativ i stegq
3 0.s.v. anda fram till steqg k sa kan serien av steg utforas pa ny X ng X ... X nyg
satt.

3.1.2 Antalet permutationer

o o0 T T e o
T 0o o 0O o
® T O T O

Antalet sitt att permutera (ordna) n féremal dr n!. Detta kan vi se pa atminstone
tva satt. Antingen tanker vi oss n fack placerade i rad dar vi skall ladgga en enhet
i varje. Den forsta kan da hamna pa n platser, for varje sadan plats kan sedan
den andra hamna pa n — 1 platser, sedan den 3:e pa n — 2 dnda ner till den sista
som bara har en plats. Varje sadan utplacering blir unik och ger en permutatiom
av foremalen. Har anvands multiplikationsprincipen med lika manga, men inte
samma, alternativ i de olika stegen.

Det andra sittet att tinka borjar fran motsatt hall. Ett foremal kan bara ord-
nas pa ett siatt. Nésta foremal kan antingen placeras framfor eller bakom sa det
blir tva satt. For varje ordning av de bada forsta kan ett tredje foremal placeras in
pa tre platser (framst, i mitten, sist) sa det blir tre ganger fler mojligheter &n med
2 foremal. For varje sadan ordning av tre kan en fjarde placeras in pa 4 platser,
sa antalet mdjligheter blir da 4 ganger fler &n med tre foremal. Vi tillimpar kon-
sekvent multiplikationsprincipen och kommer fram till n! efter n steg pa bada
satten.

Pa en gata med 20 parkeringsplatser kan 20 bilar parkeras pa 20! sétt.

P& en bjudning med 5 par kan man para ihop kavaljer med dam pa 5! = 120
satt om man inte tar hansyn till vem som sallskapar med vem.

Kortleken med sina 52 kort kan blandas pa 52! sétt.
Framfor mig i bokhyllan star just nu 67 bocker. De kan ordnas pa 67! satt
men det skulle ta ett tag att genomfora alla dessa omsorteringar. Fakulteter kan

namligen bli stora tal.

Det ar tur att algoritmer som storleksordnar vektorer av tal &r smarta (t.ex.
rutinen sort i matlab). En slumpvis sortering skulle kunna passera ett ritt stort
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antal av de mojliga permutationerna och bli omdjlig att genomféra under datorns
livstid.

En uppfattning om fakulteternas maktighet ges av féljande tabla:

1'=1

21 =2

3'=6 Fakulteter och andra tal
4! =24

5 =120

6! = 720

7! = 5040

8! = 40320 Vixjo

9! = 362880 Goteborg

10! = 3628800 Sverige

11! = 39916800

12! = 479001600

13! = 6.2270 x 10° Jordens befolkning
15! = 1.3077 x 102

20! = 2.4329 x 10*®

23! = 2.5852 x 10?2 en liter luftmolekyler
30! = 2.6525 x 10°2

38! = 5.2302 x 10** molekyler i atmosfiren
43! = 6.0415 x 10°2 atomer pa jorden

48! = 1.2414 x 105!

52! = 8.0658 x 107 kortleken

Det sista talet ar astronomiskt, 10'® jordar grovt rdknat. Det borjar likna
vintergatans atomer aven om jag saknar en siffra pa hur manga dessa ar. Talet ar
i sjdlva verket sa enormt stort att vi med mycket stor tillforsikt kan vaga nacken
pa att en val blandad kortlek, dar alla ordningar &ar lika sannolika, ligger pa ett
sitt som ingen annan kortlek nagonsin har legat.

(Om 10 miljarder ménniskor sitter i 100 ar vardera och varje ar ar 10000 tim-
mar och varje timme ger 1000 slumpvisa permutationer per person sa har totalt
10" permutationer uppkommit av de 8 x 1057 som &r mojliga. Sannolikheten
att alla dessa permutationer ar olika kan beriknas till ca 1 — 10 3° och man kan
rakna med att fa den forsta upprepningen efter storleksordningen kvadratroten ur
antalet mojligheter vilket blir ca 103 dragna permutationer, vilket dr 10'® ganger
fler &n min kortgalna population ovan har hunnit med.)

3.1.3 Antalet satt att dra £ bland n

Det finns olika satt att beskriva dragningar. Om vi har en kortlek med 52 kort
och delar ut 13 kort (en bridgehand) till en spelare sa bryr man sig bara om
vilka kort det blev utan att ta hénsyn till i vilken ordning de delades ut. Att
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ridkna antalet mdéjliga sadana méangder av 13 kort kallas att rdkna utan hénsyn
till ordningen. Dessutom lagger man inte tillbaka korten medan man drar sa en
fullstandig formulering ar att dra utan aterlaggning och utan hansyn till ordnin-
gen. Lat for ett 6gonblick C}' beteckna antalet sitt att pa detta sitt dra £ bland n.

Det andra sattet att rakna antal dragningar utan aterlaggning pa ar att skilja
pa olika ordningar. Multiplikationsprincipen ger att vi da kan dra & bland n
(k < n)pann—1)(n—2)---(n—k+ 1) olika sétt. Det blir naturligtvis fler
satt nar ordningen beaktas och inte bara vilka enheter man fick. De k dragna
korten kan ordnas om pa 1 X 2 x --- x k = k! sitt. Eftersom méingden av ordnade
dragningar kan erhallas genom att forst dra unika “hadnder” och sedan skapa alla
ordningar av dessa hénder sa maste Cpk! =n(n —1)---(n — k + 1) vilket ger

Cg:n(n—n---(n—kﬂ):(n) 6

k! k

I fortsattningen glommer vi beteckningen C}' och minns istéllet (Z), dar (Z) ar

den s.k. binomialkoefficienten. (Specialfall (g) = (2) = 1 och namnet binomial

har den fatt av att (a +b)" = Y}, (Z) a*b"* dir (a + b) dr ett binom.)

52 52

Latt konstateras nu ett det finns (13) olika bridgehander och (5) pokerhander

liksom att man bland 90 teknologer kan plocka ut en styrelse med fem personer i
pa (950) sitt om man inte valjer styrelsen till sina funktioner. En styrelse bestaende
av ordforande, kassor, sekreterare, ovrig ledamot och sexmastare kan daremot
valjas bland samma teknologer pa 90 x 89 x 88 x 87 x 86 sitt eftersom man nu kan
se det som en ordnad méngd. (Denna typ av tolkningar far man ofta inse sjilv
t.ex. genom att fantisera ihop ett valforfarande dar man forst viljer ordférande,
sedan kassor och sa vidare.)

I vissa sammanhang ldggs dragna individer tillbaka och kan bli dragna pa
nytt. Om man da haller reda pa ordningen sa finns det n* olika dragningar.
Om man daremot bortser fran ordningsfoljden sa brukar man &nda beakta hur
manga ganger varje enhet blev dragen och da kan man med ett finurligt men ratt
svarfunnet knep visa att det finns ("H,:_I) mojliga sadana oordnade dragningar.
(Det ar sillan man har nytta av det resultatet eftersom dessa utfall inte blir lika

sannolika vid en slumpméssig dragning.)

Sammanfattning: Antalet satt att dra £ bland n

Hansyn till dragningsordning

nej ja
nej (%) nn—1)---(n—k+1)
Aterligger
dragna
ja. ('rl-f—l/z—l) nk;
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3.2 Hypotetiska sannolikheter och sura sjoar

I situationer dar man inte vet sa mycket om utfallens egentliga sannolikheter kan
man dnda ha nytta av hypotetiska sannolikheter for att styrka (eller argumentera
mot) vissa slutsatser. Detta illustreras bist av ett exempel.

Man har mdtt forsurningen (PH) i fem ordrda sjéar i Smaland och i tre orérda
sjoar ¢ Dalarna. Sjéarna kan anses valda pa mafa. Det visade sig att alla tre
sjoarna ¢ Dalarna var surare an Smalandssjéarna.

Det ligger nu nara till hands att sidga att forsurningen drabbat Dalarna vérre an
Smaland, men faktaunderlaget ar ju ganska blygsamt. Det kan faktiskt vara ett
resultat av slumpen.

Den sista meningen ar forradisk eftersom vi inte har nagon sannolikhetsmo-
dell, men lat oss gora en (hypotetisk) sadan. Antag att det inte var nagon skillnad
alls pa forsurningsléget i de bada landskapen. Da ar det bara slumpen som avgor
ordningen mellan sjéarna vad géller PH. (I sa fall kunde vi lika girna métt 8 sjoar
i samma landskap och slumpmissigt delat in dem i tva grupper med 5 respek-
tive 3 sjoar.) Vi skall berdkna sannolikheten att fa ett lika extremt resultat som
det observerade under detta hypotetiska antagande. Pa en surhetsskala skall vi
nu placera in fem stycken S och tre D och se pa chansen att alla D:na kommer i
ena ytterkanten. Det kan vi berdkna pa nagra olika sitt, t.ex. med foljande metod.

Losning: Utfallsrummet definieras som alla sitt att ordna tre D och fem S (nér
vi inte skiljer pa D:na och S:en inbordes).

DDDSSSSS
DDSDSSSS
O ={ DDSSDSSSS (7)

SSSSSDDD

Antalet utfall blir antalet satt att vilja 3 positioner bland 8, vilket ger (g) =

8 7 6 _ .ee . . o . .
s = 06 eftersom det kan jimféras med dragning av 3 bland 8 utan aterldggning

och utan avseende pa dragningsordningen. Om bara slumpen avgor ordningen sa
ar utfallen lika sannolika och sannolikheten att de tre dalasjoarna ar surast blir
da 1/56 vilket &r en ganska liten sannolikhet. Ju mindre denna sannolikhet ér,
desto starkare blir argumentet att Dalarna faktiskt dr mer férsurat d4n Smalland.

Detta &r ett specialfall av hypotestestning som ar en klassisk vetenskaplig
metod. Nér fakta (data) talar tillrickligt starkt emot en modell sa forkastar man
den och satsat pa en troligare forklaring. Man brukar ofta anse sannolikheter
over 0.05 som alltfor stora att ta hansyn till och sannolikheter under 0.01 som
riatt starka bevis mot antagandet om ren slump (eller mot nagon annan lamplig
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hypotes om sannolikheterna). Var sannolikhet &r ca 0.02. Om man beaktar att vi
hade hépnat precis lika mycket om alla dalasjéarna varit minst forsurade sa bor
man egentligen addera chanserna for utfallen DDDSSSSS och SSSSSDDD nar
man bedomer om resultatet talar mot den hypotetiska sannolikhetsfordelningen.
Det ger 251—6 ~ 0.036 vilket fortfarande understiger 0.05, sa vi har anda ratt bra
stod for pastaendet att resultatet inte beror pa slumpen enbart och att Dalarna
ar mer forsurat.

(")vning: Vilj ett annat utfallsrum, t.ex. ett dar alla sjoarna ar individer och alla
permutationer av de 8 sjoarna bildar utfall. Genomf6r sannolikhetsberdkningen
och visa att den ger samma resultat.

Kommentar: Analyser av det hir slaget blir naturligvis svarare om man har ett
mer blandat resultat. Antag att vi har tva grupper av métningar (vi kan fort-
farande kalla dem S och D dven om de kan betyda nagot annat) och att resultatet
ordnar sig sa har

SSDSSSDDSSSSDSDDSDDDSDDDD.

Har har vi 12 S och 13 D och det finns (fg) olika monster av bokstaverna. Det
ar ett mycket stort tal (ca 226 miljoner) sa varje monster blir véldigt osanno-
likt om vi antar att ordningen ar helt slumpmaéssig. Eftersom alla monster i sa
fall har samma lilla sannolikhet 1/ (fg) sd kan vi inte kassera antagandet om ren
slump bara pa den grunden. I teorin for hypotestestning lar man sig att istéllet
dela in utfallen i tva grupper. En grupp bildar en héndelse A dar man fortsatter
att anse ren slump som en fullt mgjlig forklaring och resten av utfallen blir en
hindelse C' = A som far tala mot detta. Hindelsen C skall ha liten sannolikhet
i den hypotetiska, rent slumpmassiga, fordelningen men fa storre chans vid den
alternativa forklaringen av typen “Dalarna ar mer forsurat”. Wilcoxons rangsum-
metest genererar en sadan uppdelning (med hjilp av summan av platsnumren for
bokstédverna D) och ger ett enkelt sitt att avgora vilken slutsats som bor dras,
men vi gar inte ndrmare in pa det har.

3.3 Oberoende handelser — och beroende

Oberoende ar en av statistikens viktigaste egenskaper och forenklar manga san-
nolikhetsmodeller. Antag att du slar en tiarning och kastar ett mynt. Da har
resultatet av tarningkastet ingen som helst koppling till resultatet av myntkastet.
De bada delresultaten ar oberoende av varandra.

Sannolikheten att fa 5 pa tdrningen och klave pa myntet ges da av produkten
% X % eftersom man om experimentet upprepas bor fa klave ungefér varannan gang
som térningen visar 5:a. Om A = {5 pa tirningen} och B = {klave pa myntet
} sa innebar vart resonemang att P(A N B) = P(A)P(B). Pa motsvarande sétt
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kan man utféra méatningar sa att slumpfel och variationer i en métning inte har
nagot samband med fel och variationer i en annan matning. Da far man ocksa en
multiplikation av sannolikheter sa att P(ANB) = P(A)P(B) om A dr en hindelse
som bestams av matning 1 och B en handelse som bestims av matning 2.

Vi tar nu bort den bakomliggande motiveringen och definierar rent allméant
oberoende pa foljande sitt.

Definition 3.4 Twva hdndelser A och B dr oberoende om

P(ANB) = P(A)P(B), (8)
och fler an tva handelser Ay, Ao, ... dr oberoende om

for varje mojlig uppsatining av k och i1, 12, .. .1 ddar ina ar olika.

Motsatsen till oberoende heter beroende. For att forsta oberoendet behover
man diskutera bada begreppen. Det visar sig att matningar som ligger nira varan-
dra i tiden, eller som gors intill variandra i rummet, ofta ger mer lika resultat an
observationer tagna langre isir. De néra observationerna ar da beroende genom
att de paverkas av samma slumpvisa faktorer. Det ar latt att tro att sma varia-
tioner betyder sakra resultat och att observationer tatt ihop darmed ger en fordel.
Detta kan vara helt fel. En slumpvis avvikelse kan latt ligga kvar ett tag nar man
mater t.ex. i en industriell process. Ett visst viaderlage ligger ocksa kvar ett tag
och har utbredning i rummet och kan paverka viaderkansliga matningar. Ett felka-
librerat instrument kan stora flera observationer om man inte hinner kalibrera om
mellan matningarna. Matning av fororeningar i jord eller vatten blir naturligtvis
nastan identiska om prover tas alldeles intill varandra fast man vill uttala sig om
ett storre omrade. Sadana faktorer skapar beroenden och tatt tagna data ger da
handelser som vi inte skall multiplicera sannolikheterna fér. Medan oberoende
felkallor sannolikt delvis motverkar varandra sa brukar beroende felkéllor av den
typ vi angett verka at samma hall. Om sadana beroenden inte upptacks och man
riknar som om observationer var oberoende sa blir dels resutaten osidkrare, sam-
tidigt blir tyvarr oftast matten pa osikerhet mindre. Med andra ord kommer man
att bli lurad att tro mera pa de osidkrare resultaten. For att uppna oberoende
maste matningar planeras val och ofta slumpar man fram strategiska delar av
planlaggningen.

Exempel 3.5 Beroende eller oberoende vaderhiandelser. Sannolikheten
for en matbar mangd regn under en dag ar 0.3 och sannolikheten att tva pa
forhand valda dagar efter varandra (t.ex. tisdag och onsdag) bada far regn &r 0.2.
Sannolikheten att tisdag och torsdag bada far regn ar 0.13 och sannolikheten for
tisdag och fredag ar 0.10 och for tisdag och lordag ar sannolikheten ungefar 0.09
och stannar pa det vardet for alla dagpar med dnnu storre tidsavstand. Lat

Aoy = regn pa tisdag (dag 0),
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Ay = regn pa dag k (onsdag=dag 1 etc.).

Da ar

P(A) = P(A
P(AyN Ap)
P(AoN Ay)
P(AoN Aj)

P(AyNAy) = P(A0 NA;) =...=0.00.

Samtidigt dr produkten alltid P(Ay)P(Ax) = 0.09. Slutsats: regnhindelserna

= (0.3, samma chans alla dagar

0) =
0.2
0.1
0.1

ar beroende pa tidsavstandet 1,2,3 men blir (approximativt) oberoende pa tid-
savstandet 4 eller mera.

Siffrorna i exemplet ar tillverkade men ritt realistiska. Verkliga regnsanno-
likheter beror pa arstid och geografiska faktorer. Det regnar t.ex. oftare i Boras
an i Nassjo och olika ofta pa var och host. Daremot stammer ungefar strukturen
pa beroendet /oberoendet. Ur klimatdata kan mer exakta bedémningar av sadana
sannolikheter goras.

Exempel 3.6 Olikaindividers reaktion pa medicinsk behandling, t.ex. hindelserna
A; = {individ ¢ tillfrisknar}, brukar modelleras som oberoende. (Forutsétter att
det inte finns nagon gemensam storkéalla i sjalva medicinen eller i datahanteringen
och individerna bor inte vara néra slékt.)

Exempel 3.7 Hiandelserna att en dlv svimmar 6ver under varfloden olika ar ar
skapligt oberoende. Hindelserna att olika svenska adlvar svimmar 6ver samma ar
daremot beroende. Forsok garna ange orsaker till detta.

Exempel 3.8 I en nyss genomford Goteborgsstudie forsags ett antal (ca 50 tror
jag) personer med en méitare att ha pa brostet. Métaren observerade accumuler-
ade mingden luftféroreningar under ca en vecka. Personerna valdes ut slumpuis
ur en lamplig population av individer och blev oberoende observationer av popu-
lationens exponering for sadana fororeningar under métperioden.

Ett ratt vanligt missforstand nér man ser pa hindelser ar att disjunkta hiandelser
skulle vara oberoende. Om bade A och B har positiv sannolikhet och ar oberoende
sa blir P(AN B) = P(A)P(B) > 0. Da kan inte A N B vara tom sa oberoende

handelser med sannolikhet maste delvis tacka Over varandra.

3.4 Betingade sannolikheter

I ett spel kan du sla ut din motstandare om dina tva tarningar visar 7 tillsam-
mans. Ténk dig ett utfallsrum med 6 ganger 6 lika sannolika utfall (resultaten pa
térning ett och tirning tva). Summan blir 7 i ena diagonalen sa sannolikheten ar
6/36=1/6 att lyckas. Om nu kastet utfors dolt och nagon annan ser vad det blev
sa kan hon eller han tankas rapportera att resultatet blev udda. Rimligen har du
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nu storre utsikter att sla ut motstandaren eftersom det ar ett udda resultat som
behovs. Betingade sannolikheter ger mattet pa hur sannolikheten har forédndrats
med hénsyn till sadan information om resultatet. Principen ar enkel. Lat A =
{udda summa}, B = {summan blir 7}. Eftersom A intraffat sa blir alla utfall
utanfér A omdjliga (d.v.s. utfall med jimna summor) och darfor far de sanno-
likheten 0 efter informationen. Sannolikheter for utfall eller handelser innanfor A
far behalla sina gamla proportioner men normeras om sa att A far sannolikheten
1. Det gor man genom att dividera deras sannolikheter med P(A). I exemplet
ger hélften av utfallen udda summa sa P(A) = 0.5 och eftersom alla utfallen i B
ligger i A sa blir den nya sannolikheten P(B|A) = P(B)/P(A) = (1/6)/0.5 = 1/3.

Vi behover en generellare definition som tacker handelser med utfall bade
innanfor och utanfor A. Av héndelsen B ligger alltid snitthdndelsen ANB innanfor
A och resten dr omgjlig om A har intraffat. Darfor infor vi foljande definition:

Definition 3.9 Betingade sannolikheten for B givet A ges av

P(ANB)

P(BlA) = =5

P(A) >0, (10)

och lamnas tills vidare odefinierad om namnaren ar noll.

Andra uttryck for samma sak ar t.ex. sannolikheten for B betingat A eller sanno-
likheten for B om A intréffat eller liknande. Ibland ger betingade sannolikheter
ganska forvanande resultat, men de ar logiska och fungerar bade i teori och prak-
tik.

Exempel 3.10 Sannolikheten for regn under en dag &r 0.3 och om man tar tva
dagar i f6ljd sa ar sannolikheten 0.2 att bada dagarna far regn. Den betingade san-
nolikheten for regn dag 2 givet att det kommer regn dag ett, P(A;|A;) = P(4;N
Ay)/P(Ay) = 0.2/0.3 = 2/3 vilket &r betydligt hogre &n P(A;) = 0.3. Préva
girna att berikna P(Ay|A;), d.v.s. sannolikheten for regn dag tva om det inte
regnar dag ett. (Det finns bara fyra fall i Venndiagrammet eller fyrféltstabellen.)

Om A och B ar oberoende sa bor inte information om den ena paverka san-
nolikheten for den andra. Oberoendet innebar att P(A N B) = P(A)P(B) och
mycket riktigt blir

P(ANB) P(A)P(B)

PBIA) = =55 = 5o = P(B)

3.4.1 Betingningskedjor

Vi kan vanda pa betingningsdefinitionen och 16sa ut snittsannolikheten. Det ger

P(AN B) = P(A)P(B|A) (11)
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d.v.s. chansen for bada héndelserna ges av sannolikheten for den férsta ganger
sannolikheten for den andra betingat den forsta. Det kan man latt skaffa sig en
intuitiv bild av. Analogt blir

P(ANBNC) = P(A)P(B|A)P(C|AN B)

eftersom P([ANB]NC) = P(ANB)P(C|[AN B]) = P(A)P(B|A)P(C|AN B)
med dubbel anvandning av resultatet for tva héndelser. Man kan ga vidare och
bygga hur langa sadana kedjor som helst.

Exempel 3.11 Ien notskal finns 7 friska och 3 kassa hasselnttter. Vad ar chansen
att vi kan knécka 4 notter och bara fa friska? Losning: Lat A; = den ite noten ar
frisk, i = 1,2, 3, 4. Direkt ser vi att P(A;) = 7/10. (Den obetingade sannolikheten
ar faktiskt lika stor for alla A; eftersom varje not kan bli den ¢ :te med samma
chans.) Hér &r det enklare att se vad de betingade sannolikheterna blir, eftersom
det &r latt att se vad som blir kvar i nétskalen. P(Ay|A;) = 6/9, P(A3]A; N
Ay) =5/8, P(A4]A1 N Ay N A3) = 4/7. Det ger med en kedja av typen (?7?) att

P(ATNA;NA3NA) =5 x 3 x 2 x 2. Resultatet 285X% kan formas om till

(D / (140) om man dividerar med 4! i téljare och namnare. Det visar pa att samma
resultat kan beréknas i ett utfallsrum med alla (oordnade) dragningar av 4 notter
bland de 10 som utfall. Pa (D satt kan vi bilda utfall med bara friska notter genom
att dra 4 bland dessa. Vara intuitiva betingade sannolikheter baserade direkt pa
nétterna i skalen (utan att vi preciserat utfallsrummet) ger alltsa samma resultat

via betingningskedjan som en alternativ berakning i det andra utfallsrummet.

3.4.2 Bayesformler

Formler som vénder pa betingningar tillskrivs ofta Bayes (en engelsk prist Rev-
erend Thomas Bayes, 1723-91 som studerade logiken i slutsatsdragningar).

Bayes sats:

P(B) __ PAB)P(B) 12
P(A)  P(A|B)P(B)+ P(A|B)P(B)
Bevis: Forsta likheten foljer direkt fran definitionen av betingad sannolikhet.

Eftersom A = (AN B)U (AN B) dar parenteserna ar disjunkta eftersom BNB = ()
s blir P(A) = P(AN B) + P(AN B) = P(A|B)P(B) + P(A[B)P(B).

P(B|A) = P(A[B)

Generalisering, partitioneringssatsen:
Om B; ér disjunkta (B; N B; = 0,4 # j) och UB; = 2 sa &r B; en partitionering
av utfallsrummet och

P(4) = Y P(A|B)P(B)). (13)

Detta kan tolkas sa att B; ses som olika mdjliga fall som kan intraffa dar man for
varje sadant fall kan uttrycka chansen for A som P(A|B;). Beviset dr helt analogt
med Bayes sats.
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Exempel 3.12 (Rekordslagning) Man observerar en slumpmaéssig storhet som har
kontinuerlig fordelning (alla resultat blir da olika med sannolikheten 1). Vi intresserar
oss for stora viarden. Antag att alla observationer ar oberoende med samma fordelning
(ungefir som arets varsta viader vid stabilt klimat). Lat

A; = {ite observationen ar ett rekord}.
Héndelsen intraffar om observation i ar storre dn alla féregdende observationer. Tva
fragor intresserar oss speciellt:
a) Finn sannolikheten for A;;
b) Ar hindelserna A;, i = 1,2, ... oberoende?
Prova garna att sjalv angripa detta innan du tar del av foljande ansats.

a) P(A;) = 1 sjalvklart. Lat ¢ > 1. A; beror pa de ¢ forsta observationerna. Sanno-
likheten att den storsta av dessa kommer sist blir 1/i eftersom alla har samma chans
att vara storst, P(4;) = 1/i.

b) Studera forst parvis oberoende. Lat 1 < ¢ < j. Héndelsen A; N A; avgdrs av de j
forsta observationerna och dir skall dels den jte vara storst, dels den ite vara storst
bland de 7 forsta.

P(A: 0 4)) = P(4)P(A]4;) = ZP(A{A)).

Vi behover inte beskriva hur stora observationerna ar, bara deras inbordes storleksor-
dning. Infoér en rangordning med 1 for den minsta, 2 for den nist minsta dnda till j
for den storsta av de j forsta obsarna. Samma fordelning och oberoendet hos obser-
vationerna ger att alla permutationer blir lika sannolika nir man skriver upp rangerna
i den ordning som observationerna tagits. Betingning pd A; ger att rangsiffran j star
sist 1 alla kvarvarande utfall men i 6vrigt har vi kvar alla permutationer av rangerna
1,2,...,7 — 1 som har samma chans. Vilka ranger som hamnar pa de i forsta position-
erna beror pa slumpen. Det finns (j ;1) satt att vilja dessa ranger. For varje sadant
val ar fortfarande alla permutationer av rangvardena pa de ¢ forsta positionerna lika
sannolika (studera det fér nagot litet fall t.ex 4 = 3,5 = 5 genom att skriva upp alla
permutationer med j sist om du tvekar) och dérmed blir P(A4;|4;) = % och

P(A; N A; = P(A;)P(4;)

vilket visar parvis oberoende.

Fler d4n 2 hindelser: P(A;; N A;,...NA;, ). (Alla sadana snitt skall ge produkten av
héndelsernas sannolikheter.) Utga fran hogsta indexet (i sig) och alla rangordningar av
sd manga variabler. Samma resonemang som ovan ger att hogsta indexet skall f4 hogsta
rangen och att betingat detta blir alla permutationer av lagre ranger lika sannolika.
For det nist hogsta indexet (lat det vara ix_1) géller 16sningen for tva hindelser som
ger att den betingade sannolikheten att motsvarande rang dr storre an alla ranger for
tidigare obsar ar 1/indexet. Betingat dessa bada handelser dr nu alla permutationer
for de kvarvarande rangerna fortfarande lika sannolika och resonemanget fors vidare pa
samma satt. Det ger

1
P(A;N...NA;,) = P(Ay)P(Ai, ,|Ai)P(Ai, ,|Ai N Ai, ) P(A; N5 A;) =] =
T

Rekordhandelserna ar alltsa oberoende.
Exemplet kan ha betydelse for hur man ser pa rekord och extrema hindelser. Dessa
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intraffar oberoende och med ratt langsamt avtagande sannolikhet under férutsiattningarna,
ovan. Efter t.ex. 100 ar av observationer dr da chansen 1/100 vilket forefaller litet, men
samtidigt dr chansen 0 att det inte kommer nagot nytt rekord

99100 n-1
100101 " n

—+0,n— o

En kand sats, Borel-Cantellis lemma, som ligger utanfér denna kurs siager att om A4;
ar oberoende och " P(A;) = oo sa intriffar med sannolikheten 1 odndligt manga av
hiandelserna A;. Eftersom Z% = oo sa galler den har.

Slutligen behover naturligtvis inte riktiga rekord typ extrema vaderhandelser komma
fran oberoende observationer. Det kan finnas manga skal som ger beroenden, t.ex. as-
tronomiska effekter, variationer i solens aktivitet dir bl.a. en 11-arscykel ar berémd och
system som lagrar energi pa jorden t.ex. haven och atmosfiren. Sadana effekter har i
allminhet en tendens att 6ka chansen for serier av tatt kommande vaderrekord.
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4 Stokastiska variabler

Ett matvarde eller en annan slumpmassig storhet som ger ett tal brukar mod-
elleras som en stokastisk variabel. Upprepade méatningar eller andra serier av var-
den modelleras som flera stokastiska variabler och brukar skiljas at med ett index.
Matningens praktiska eller fysikaliska innebord ligger da inbakad i dess sanno-
likhetsfordelning, t.ex. som fordelningens mittpunkt. Som beteckning anvands
normalt stora bokstaver i slutet av alfabetet X, Y, X; etc. (medan bokstdverna
i alfabetets borjan reserverats for hindelser A, B, A;). Givetvis dr detta bara en
praktisk konvention och som i all matematik har vi ratt att valja andra betydelser
pa vart alfabet men i denna text liksom i flertalet bocker géller den. Vi forutsatter
har att observationer och variabler har reella varden och ibland begransar vi oss
till heltal eller andra diskreta (&ndligt eller numrerbart manga) virden. Vek-
torvarda eller komplexvérda stokastiska variabler anavands i en del tillampningar
men beh6vs inte just nu.

Man kan gora utfallsrum direkt for variablerna men oftast foredrar man en
generellare modell dir man har ett bakomliggande utfallsrum (med héndelser
och sannolikheter) och de stokastiska variablerna blir da funktioner av utfallen,
X = X(w), w € €. Vi kan illustrera en ensam variabel som en avbildning (en pil)
fran utfallsrummet upp till en reell axel. Om man har flera stokastiska variabler i
ett problem sa ar de alltid definierade pa samma utfallsrum. Slumpen viljer ett
av utfallen och alla variabler far da sina varden.

Sannolikhetsbeskrivningen for en stokastisk variabel ges i princip av sanno-
likheterna i utfallsrummet, men detta utnyttjas sillan. I stallet flyttar man upp
den till samma reella axel som dér variabeln X antar sina vérden (eller till R” om
man har n variabler X, ..., X,,). Speciella satser finns formulerade som visar att
det for varje rimlig sannolikhetsbeskrivning for stokastiska variabler existerar ett
gemensamt utfallsrum med handelser och sannolikhetsmatt sa att modellen blir
komplett.

Nar matningar modelleras som stokastiska variabler sa ar det i borjan svart
att se dem pa tva olika sdtt. Dels har vi matningarnas observerade varden, t.ex.
2.21, 3.12, 2.87, 2.55, dels har vi deras modell Xy, X5, X3, X; dar manga, kanske
alla, reella varden ar mojliga. Den stokastiska modellen analyserar om man sa vill
vardena innan de blev matta, men samma analys ar intressant efterat eftersom
man inte vet det fysikaliskt sanna vardet som observationerna stravar mot. For
nagot okant tal p ar det kanske 2.21 — p,3.12 — p,2.87 — p1,2.55 — p som ar det
vi verkligen &r intresserade av (som fel i observationerna) och det kan vi faktiskt
studera teoretiskt med X; — u, Xo — u, X3 — p, X4 — p och fa fram forvanandsvért
skarpa resultat for.
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4.1 Sannolikhetsmatt for variabler

Vi ger forst ett generellt begrepp, fordelningsfunktionen, darefter maste vi dela
in i diskreta och kontinuerliga variabler beroende pa om varje virde kan ges en
sannolikhet eller om vi skall integrera fram sannolikheter.

Definition 4.1 Fordelningsfunktionen for en (reellvird) stokastisk variabel X
F(z) = P(X < z). (14)

Vi anvander begreppet P fran den bakomliggande beskrivningen och dessutom
finns i princip kravet att hindelsen A = {w; X(w) < z} skall vara en tillaten
héndelse i utfallsrummet for varje reellt = (kallas matbarhet hos funktionen X (w)).

Nagra egenskaper for fordelningsfunktionen foljer latt t.ex.

0< F(z) <1,

F(z) vixande (inklusive konstant pa delintervall);

F(z) > 1,z > 00, F(z)—0, z— —00,
dér det sista géller om vi forutsitter att variabeln X &r dndlig (med sanno-
likheten 1). En mer noggrann observation visar att om nagot enstaka virde z, har
P(zy) > 0safar F(x) ett sprang av storleken P(z,) dér och antar det dvre virdet
i punkten zy. F'(z) blir darfér hégerkontinuerlig men inte vénsterkontinuerlig vid
punktsannolikheter. (Om vi anvént string olikhet X < z i definitionen av F sa
hade funktionen blivit vénsterkontinuerlig istéllet.)

De angivna egenskaperna racker, d.v.s. varje hogerkontinuerlig funktion som
vazer fran 0 till 1 och aldrig avtar ar en maojlig fordelningsfunktion for en stokastisk
variabel som &r &ndlig (med sannolikheten 1).

Ur fordelningsfunktionen far vi bland annat sannolikheter for intervall som

!

Pla< X <b) = F(b)— F(a), oma < b
Pla<X <b) = F(5)— F(a)+ P(X = a)
Pla<X <b) = F(b)— F(a)— P(X =b).

Fordelningsfunktioner for vissa ofta anvanda fordelningar finns tabellerade i bocker
och progranmmerade i fardiga programpaket (t.ex. i matlabs statistiska toolbox),
men i flera fall har man sa pass snygga funktionsuttryck att de kan uttryckas med
vanliga matematiska funktioner (se t.ex. radioaktivt sonderfall nedan). Just nu
infor vi bara begreppet och aterkommer till berdkningar och exempel.

Kart barn har manga namn och tyvarr ar inte terminologin for nista begrepp
enhetlig varken i svensk eller engelsk litteratur.
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Definition 4.2 Frekvensfunktionen/sannolikhetstatheten/sannolikhetsfunktionen
for en diskret stokastisk variabel X ges som

for de majliga virdena x;. Vi kan formellt definiera f(x) =0 for dvriga .

Definition 4.3 Frekvensfunktionen/sannolikhetstitheten for en kontinuerlig sto-
kastisk variabel X ges implicit som den funktion f(x) man integrerar for att fa
sannolikheter. For varje integrerbart omrade A pa reella azeln blir

P(X € A) = /A f(z)da. (16)

Frekvensfunktioner (diskreta eller kontinuerliga) &r ickenegativa och maste sum-
mera eller integrera till 1. Det ar det enda som kravs. Varje positiv funktion
med dndlig summa/integral kan divideras med sin summa/integral och pa sa sitt
normeras till en mojlig frekvensfunktion. Fundera girna igenom vilka funktioner
du kanner till som ar positiva pa hela reella axeln och har dndlig integral.

Medan fordelningsfunktioner ger en direkt bild av sannolikheten att komma
till vinster om en given punkt x pa talaxeln, sa ger frekvensfunktionen istallet en
bild av hur sannolika olika resultat &r i forhallande till varandra. Eftersom alla
resultat har sannolikheten 0 vid kontinuerlig fordelning maste detta da tolkas som
sannolikheter for sma och lika langa intervall omkring argumentet x.

4.1.1 Samband mellan fordelnings- och frekvensfunktion
Eftersom F(z) = P(X < ) sa maste

_ Zzigm f(zi)
Fle) = { JZ oo f(a!)da’ (17)

i det diskreta respektive kontinuerliga fallet. Omvéant giller om vi storleksordnar
en diskret variabels varden s att 1 < o9 < ... att

f(xi) = F(x;) — F(xi1), (18)
och om istéllet X &r kontinuerlig och F'(x) deriverbar sa blir

dF
f(l') = Ea

vilket man ser om man deriverar den kontinuerliga versionen av (?7?).

(19)

Anmaiarkning 4.4 Det kan forekomma blandade variabler som varken ar rent
diskreta eller rent kontinuerliga. I en modell for vintetiden i ett betjaningssystem
har t.ex. tiden 0 sannolikhet eftersom kon kan vara tom nar man anlander, men
annars har vantetiden en kontinuerlig fordelning. Sannolikheten for handelser
(intervall) far man da genom att bade summera de diskreta sannolikheter som
ingar och integrera en lamplig funktion som técker resten av sannolikheten.

23



Exempel 4.5 Lat x; =4, 7= 1,2,3,... vara de mojliga viardena och
f(z;) =a" (1 —a)
dér a &r ett tal i intervallet (0,1). Da blir

: . 1—qt '
F(‘Ti)zzaﬂfl(l—a): 1 Z(l_a)zl_az;
1 _

F(z) =0,z < 1;

och
Fz)=F(z]]=1-a z>1,

dér [z] betyder heltalsdelen.

Mark att oavsett definitionsomradet for variabeln sa kan fordelningsfunktionen
framstalles for hela reella axeln.

Exempel 4.6 Lat f(z) = ze™®, z > 0, (underforstatt f = 0, z < 0). Da blir

F(z) = / ye Ydy = [—ye ]§ +/ eVdy=1—e"*—xe "
0 0
Detta galler positiva = sa vi kompletterar med
F(z) =0,z <0.

Man kontrollerar l4tt att F'(z) — 1, £ — oo och att dessutom F(z) — 0, x — 0.
Funktionen &r viixande eftersom vi integrerat en positiv funktion (och konstant

pa negativa axeln eftersom vi definierat den sa eller integrerat en nolla om vi sa
vill).

4.1.2 Enkla exempel pa frekvensfunktioner och normering

Om alla vérden i ett intervall dr lika sannolika sa bor frekvensfunktionen vara
konstant pa intervallet. Antag att vi drar ett tal pa mafa mellan 2 och 10. Det
dragna talet X ténker vi oss da har samma chans att ta vilket som helst av dessa
tal. Da later vi f(z) = ¢, 2 < x < 10 och konstanten ¢ bestdms av att totala
sannolikheten [,°cdz = 8c =1, ¢ = 0.125.

Om istéllet chansen for ett x i intervallet (vi kan anvinda samma intervall (2,10))
ar proportionell mot z, sa att stora varden har storre chans &n sma, sa blir
f(z) = Cx, 2 < x < 10. Pa nytt bestdms konstanten av att totala sannolikheten
skall vara ett och vi far [,° f(x)dz = [,° Cxdz = C(100 — 4)/2 =1, C = 1/48.

Det &r inte alls ovanligt att man av fysikaliska eller andra skil har sadana
enkla fordelningar. Ofta kan man pa grund av symmetri anse att olika riktningar
ar lika sannolika (t.ex. for stralningen av ljus eller partiklar fran en atom) och
om detta giller i tre dimensioner s kan man G6vertyga sig om att projektionen
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av en helt slumpmaéssigt riktad enhetsvektor pa en given annan vektor blir sadan
att varje virde mellan —1 och +1 far samma chans. (Resultatet ar en konsekvens
av att kalottytan av en boll dr proportionell mot kalottens héjd i vertikal led).
Likasa blir da vissa vinklar helt slumpmassiga mellan 0 och 27 eller motsvarande.

Vi aterkommer till detta i samband med olika sannolikhetsfordelningar i kapitel
??

En vanlig diskret modell for partiklar utgar fran att det finns ett antal mojliga
tillstand med olika energinivaer F1, Fs, ..., E, och att sannolikheten att en par-
tikel befinner sig i dessa ges av f(k) = ce P k = 1,...,n. Om vi definierar
X som numret pa energinivan sa blir detta en frekvensfunktion for X. For varje
givet virde pa a bestims konstanten c¢ av att sannolikheterna skall summera till
1, men konstanten o maste skattas fran data eller tas fran annan fysikalisk teori.

Nagra fordelningar har intressanta bakomliggande hirledningar som motiverar
nar de bor anviandas. Andra fordelningar saknar detta men kan dnda vara nyttiga
darfor att de anpassar sig vl till vissa datamaterial. Man klarar sig forvanadsvart
langt med ett 10-tal olika fordelningstyper sa det ar ingen ogenomtranglig massa
men behover beharska for att borja gora nyttiga statistiska analyser. I nasta avs-
nitt ger vi ett forsta exempel pa hur man kan harleda fram en sannolikhetsfordelning
fran en grundlaggande ide om konstant risk. En mer systematisk presentation av
fordelningar ges i kapitel ?77?.

4.2 Radioaktivt sonderfall och livstidsfordelning

En radioaktiv atom sonderfaller sa smaningom och skickar da ut stralning som
kan uppfangas i en raknare om stralningen traffar raknarens kansliga del. De inre
orsakerna till sjilva sonderfallet ar fordolda men utifran sett ar det alltid samma
risk att atomen sonderfaller anda tills det verkligen intraffar. En av isotoperna av
Amerikanum anvénds i min brandvarnare och denna isotop har en halveringstid
som ar 475 ar. Det betyder att hédlften av Amerikanumatomerna har sonderfallit
efter den tiden sa i det fallet 4r det ingen jittesnabb process. For en ensam atom
innebér detta att den med sannolikheten 0.5 Overlever 475 ar. Lat oss harleda
resten av sannolikhetsfordelningen.

Lat atomen vara hel vid tiden 0. Det maste finnas en mycket liten sannolikhet
c (storleksordningen 107'%) att den sonderfaller redan under den forsta sekun-
den. Om den 6verlever den sekunden sa &ar (den betingade) sannolikheten att den
sonderfaller i ndsta sekund precis lika liten. Om vi istallet tar ett tvasekundersin-
tervall blir sannolikheten fortfarande liten men i alla fall dubbelt sa stor (egentli-
gen ¢+ (1 —c)e = 2c—c? ~ 2¢). Litet generellare finner vi att for korta tider h blir
sannolikheten att en dittills hel atom sonderfaller proportionell mot h och kan skri-
vas ch med ett fel av storleken o(h)3. Lat X vara atomens livstid, F(z) = P(X <

30rdotermen o(h) definieras av att o(h)/h — 0,h — 0 vilket bl.a. giller fér h2. Symbolen
brukar anvéndas for att samla upp alla resttermer av den storleken och behover inte betyda
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x) fordelningsfunktionen f6r X och infér dessutom G(z) =1— F(z) = P(X > z)
som blir litet snyggare att rikna ut. (I tillforlitlighetsteorin kallas G(x) ofta for
overlevnadsfunktionen.) For att verleva tiden x + h maste atomen forst Gverleva
tiden = och sedan klara ytterligare tiden h. Risken for en hel atom att sonderfalla
ar alltid lika stor vilket gor att

Gx+h)=P(X >x+h)=P(X >z)(1—ch)+o(h) =G(x)(1—ch)+o(h)
och det ger
G(z+h) — G(x)

= —cG(z) +o(h)/h - —cG, h— 0.

h
Differentialekvationen G' = —c¢G eller G'/G = —c ger
% In(G) = —c

och vi 1oser
In(G(z)) = —cx + a;

G(z) = e* .

Eftersom atomen var hel vid tiden O sa blir X > 0 med sannolikheten 1. Da
skall G(0) =1 vilket ger ¢ = 0. Losningen blir att

Gx)=e Flx)=1—e z>0.

eller deriverat
flz) =ce ™, z>0.

Detta ar exponentialfordelningen som visar sig vara en av amnets viktigaste
fordelningar och upptrader i manga olika sammanhang.

Sannolikheten att overleva halveringstiden maste vara 0.5. Detta bestammer
konstanten c. 475 ar ar 475x365x24 x 3600 = s sekunder, och G(s) = exp(—cs) =
0.5 ger ¢ = In(2)/s, vilket kallas sonderfallsintensiteten. (Vikan anvinda en storre
tidsenhet om vi vill och fa behéndigare tal men brandvarnarens angivna styrka ges
som sonderfall per sekund sa tidsenheten &r kanske lamplig.) T losningen har vi
anvint att G(z) > 0 eftersom det dr en sannolikhet. Annars finns inte logaritmen
som en reell funktion.

4.3 Fordelningars centrum och spridning

Efter att ha harlett den radioaktiva atomens livslangdsfordelning atergar vi till
grundlaggande egenskaper hos sannolikhetsfordelningar. Vi behover nagot slags
mittpunkt for en fordelning. I exemplet med den radioaktiva atomen kan vi
fraga oss hur linge en atom i genomsnitt &verlever eller vad som bor anses som

exakt samma sak i olika led.
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en typisk livslangd. Samma storheter ar ju intressanta matt pa bl.a. méanniskors
livstider. Det finns tva sarskilt naturliga sadana matt, vintevardet och medianen.
Vantevardet ger en tyngdpunkt for fordelningen och i en livslangdsfordelning ger
det medellivslangden. Dar vags namligen varje mojligt resultat med sannolikheten
att det intraffar (pa samma sitt som man vid tyngdpunktsberdkning véger varje
avstand med den massa som ligger diarute och dividerar med totalmassan, och
massa genom totalmassa liknar sannolikhet). For matematisk statistik dr en an-
nan egenskap hos vantevardet mycket viktigare, namligen att det ar en storhet
som ar nyttig nir man summerar eller tar medelvirde av manga variabler och vill
bestimma fordelningen for resultatet.

Definition 4.7 Vintevdrdet for variabeln X ges av

_ [ Yiwif(xi), diskret
p=ElX]= {fxf(x)dw, kontinuerlig. (20)
om summan respektive integralen* dr absolutkonvergent (3 |z;|f(z;) < oo eller
motsvarande integralvillkor).

Vi infor har tva olika beteckningar, den korta g dr bra i manga formler medan
den lidngre F[X] blir tydlig inte minst nidr man stoppar in olika uttryck istéllet
for X. For en funktion A(X) kan vantevirdet erhéllas som

[ Xih(x:) f(x;), diskret
BIh(X)] = {fh(x)f(x)da:, kontinuerlig. (21)

om berakningen ar absolutkonvergent. Man kan visa att detta ger samma resultat
som om man istéllet férst hirleder férdelningen for A(X) och sedan tillimpar den
forsta definitionen.

I de diskreta vantevardesformlerna ar det tydligt hur varje resultat vags med
sin sannolikhet och det sker ocksa i integralen om vi tolkar f(z)dz som en sanno-
likhet for ett litet omrade runt  med lingden dz (kanske tydligast innan man gar
i limes med Riemannintegralens approximerande summor). Om vi kunde simu-
lera nistan obegrinsat manga oberoende variabler med samma fordelning f(x)
sa skulle de utfalla ungefar som sannolikhetsfordelningen och deras medelvérde
blir da mycket ndra p. Man kan visa att foljden av medelvirden for de n forsta
variablerna konvergerar till 4 med sannolikheten 1 nir n — oo.

Exempel 4.8 Vintevirdet for atomens livslingd (exponentialférdelning).
Vi hade frekvensfunktionen f(z) = ce™*, z > 0 som beskrev en exponen-
tialfordelning med intensiteten c. Hérledningen gjordes for en radioaktiv atoms

4Vi skriver ofta inte ut integralgriinserna men underforstar att integralen skall tas 6ver hela
reella axeln eller 6ver det delomrade dar f(z) > 0.
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livslangd men ar giltig for alla livstider med en konstant intensitet att ta slut.
Vantevardet beraknas som

o0 1
= / xce”“dr = [—xe” P + /e‘czdac =-.
0 c

Man ser att en hog sonderfallsintensitet eller dodsintensitet ger kort forvanmtad
livslangd och omvant vilket ar naturligt.

Tekniska finesser: Kravet pa absolutkonvergens innebar att t.ex. frekvensfunktionen
f(z) =c/(1+2?%), —00 < z < 00, ¢ = 1/, inte har nigot viinteviirde trots att z = 0 &r
en tydlig symmetripunkt i fordelningen. Det innebér ocksa att vi kan ha ett vintevirde
for X men sakna det for A(X) om h ar tillrackligt stor i svansarna.

Vi kan utan problem generalisera definitionen av vintevirde till att vintevirdet E[X]
ar +o0o om summan/integralen 6ver negativa virden ar dndlig och summan/integralen
Over positiva viarden blir odndlig. Givetvis galler motsvarande for —oo sa det enda rik-
tigt forbjudna fallet ar att en positiv och en negativ odndlighet star mot varandra.
Det ar inte ofta som man far nagra problem med odndligheter d&ven om det finns nagra
intressanta sadana fall. I néstan alla situationer dr vantevirden tacksamma att arbeta
med eftersom de har snygga egenskaper vid linjara funktioner av variabler och manga
resultat grundas pa sddana uttryck.

Medianen ar ett okomplicerat matt i den meningen att den alltid existerar.

Definition 4.9 Medianen dar en centralpunkt som delar sannolikhetsmassan
mitt itu. Om det finns flera punkter som gor detta sa definieras medianen som
mittvdrdet av alla sadana punkter.

Om det finns en entydig punkt m diar F(m) = 0.5 sa a4r m fordelningens me-
dian. Att flera punkter delar sannolikhetsmassan mitt itu kan bara férekomma
om F(z) = 0.5 1 ett intervall och da ger definitionen intervallets mittpunkt. For
att tdcka sprang forbi vardet 0.5 i fordelningsfunktionen sétter vi i sa fall m som
det varde dar spranget intraffar.

Ibland &r det en fordel att eventuella konstigheter i fordelningens svansar inte
paverkar medianen eftersom den bestams av fordelningsfunktionen i dess centrala
del. (Pa motsvarande sitt dr fordelningen for medianen i ett datamaterial okénslig
for om man har grova fel i ett antal data eftersom dessa data i sa fall bor hamna
i svansarna pa datamaterialet.)

Visa s manga som mdojligt av foljande pastaenden

Pastaende 1: Medianen och vantevérdet blir lika om fordelningen har en sym-
metripunkt (och vintevirdet existerar).

Pastaende 2: Om alla virden i ett intervall har samma sannolikhet och véarden
utanfor intervallet ar omdojliga sa ar vantevirdet mitt i intervallet.

Pastaende 3: Viantevérdet for ett tarningkast ar 3.5.

Pastaende 4: Viantevirdet for kvadraten av ett tarningkast ar ...
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Pastaende 5: Vintevirdet for (X — a)? blir minst om a = p. (Problem 3.5).
Pastaende 6: Vantevardet for X — p blir 0.

Pastaende 7: Vantevardet for | X —a| blir minst om ¢ = m = medianen. (Problem
3.6).

Nar vi bestamt oss for ett lampligt centralmatt sa ar det dags att definiera
ett motsvarande matt for spridning. Det vanligaste mattet pa spridning utgar
fran kvadraten pa avstandet till vintevirdet. For att fa ett enda matt tar man
medelvardet, dvs vantevardet, av dessa kvadratavstand.

Definition 4.10 Variansen for variabeln X ges av

0* = Var(X) = B[(X - p?] = { B iy, (22

med de vanliga kraven pa vantevirdets existens.

Vi infor tva beteckningar, 0? och Var(X), for att det dr praktiskt i olika sam-
manhang att ta den lampligaste formen.

For att underlatta tolkningen av mattet i samma skala som variabeln X kan
man istallet berakna standardavvikelsen.

Definition 4.11 Standardavvikelsen for variabeln X ges av

=\/‘T {&E;x—z :L';), diskr’et | (23)

kontinuerlig.

Figure 4: Frekvensfunktion, vintevirde och sannolikhet for © + ¢ som punkterad
yta under frekvensfunktionen for exponentialfordelning med intensitet 0.2.

Man kan skaffa sig en kansla for dessa matt genom att réikna ut dem for
olika enkla fordelningar och rita in vantevardet och vantevardett+o tillsammans
med frekvensfunktionen som i figur 4. I manga situationer behéver man inte
veta mer om en sannolikhetsfordelning dn vantevardet och standardavvikelsen.
Matten far senare en speciell innebérd i samband med normalférdelningar och
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centrala gransvirdessatsen dar vantevirde och standardavvikelse bestimmer vilka
normalfordelningar som medelvardenas och summornas fordelningar kommer att
narma sig om man har tillrackligt mycket data. Inga andra fordelningsparametrar
har motsvarande generella betydelse.

Figure 5: Frekvensfunktion, vantevirde markerat med vertikalt streck och san-
nolikhet for y + o som punkterad yta under frekvensfunktionen for likformig
fordelning mellan 1 och 5.

Exempel 4.12 Varians och standardavvikelse i exponentialfordelning.
Vantevirdet i exponentialférdelningen berdknades i Exempel 77 till 1/¢, dér ¢ var
intensiteten. Frekvensfunktionen var f(z) = ce”®, > 0. Variansens definition
ger da att
o0 1 1 1 1

0? = E[(X—p)? = / (x—=)%ce™®dx = [—(:L‘——)Qe_cm]8°+/2(x——)e_“dx =,

0 c c c c
dér resultatet kommer ur klammerns undre gréns och den sista integralen ger 2(u—
w)/c = 0. (Bade = ganger frekvensfunktionen och p ganger frekvensfunktionen
ger integralen p.) Standardavvikelsen blir sedan

o=y/Var(X) = %

Resultatet innebar att vantevardet och standardavvikelsen ar lika stora i explnen-
tialfordelningen.

Exempel 4.13 Ett viarde X dras pa mafa mellan a och b, dir a < b. Det
innebar att alla varden i intervallet ar lika sannolika och frekvensfunktionen blir
f(z) = ;&-,a < < b. Vintevirdet ges av p = [Pa;l-dr = 2= = b1 5o

2(b—a) — 2
ligger mitt i intervallet. Variansen ges av

atby 1 [@—511"_ (b—0)
2 )mdx_l?)(b—a)] 12

Var(X) =o0® = /ab(x —

a

och standardavvikelsen blir




Som rimlighetskontroll ser vi att det beriaknade vantevirdet hamnar centralt i
fordelningen och att vantevardet + en standardavvikelse ocksa hamnar innanfor
fordelningens omrade och representerar en typisk avvikelse fran vintevardet. Kvad-
reringen gor att varden langt ut far litet storre tyngd dn om vi t.ex. hade tagit
medelvirdet (b — a)/4 av absolutvirdena for avstanden till p. Se ett exempel i
figur 5.

Figure 6: Diskret frekvensfunktion, véntevirde (heldraget vertikastreck) och
vantevarde £ en standardavvikelse for summan av tva tarningkast.

4.3.1 Oandlig forvantad tid till &terkomst i slumpvandring, kursivt

Lat X; = +1 med sannolikheten 1/2 vardera (myntkast). Satt S, = X7+ Xo+...+ X,
dédr X; dr oberoende (nya myntkast). S,, blir slumpvandrarens position efter n steg. Lat
T = min{n : S, = 0} vara tiden till forsta aterkomst till utgangspunkten. Vi skall visa
att u = E[T] = oo.

Bevis: Av symmetriskal tar det lika lang tid att dtervinda fran negativa sidan som fran
positiva sidan. Lat py = vantevardet for tiden fran £k till 0. Antag att p; ar dndligt.
Vi skall visa att detta leder till en motsigelse. Observera att puso = py + 1 eftersom
man forst maste ga fran avstandet 2 till avstandet 1 och darefter fran 1 till 0 och bada
stegen har samma sannolikhetsfordelning. Vi har

p=1+p1,
=1+ 10+ =
M1 = 2 2,“‘27

eftersom man forst tar ett steg och darefter i genomsnitt sa manga steg till som vantevardet
fran den position man hamnat i. Vi far

1
p=ldm =141+ 5+ )

eller 1 = 2 vilket ger motsigelse. Antagandet att p; < oo ar darfor felaktigt och efter-
som T > 0 maste y; = oo och g = co. (Man kan bevisa att P(T < oo) = 1 sd man
atervinder med sannolikheten 1 men den forvintade tiden ar odndlig.)
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En slumpvandrare behdver inte vara nagon full gubbe eller s& och inte heller bara
en matematisk tankelek. En diffunderande partikel slumpvandrar i sitt medium och
ett varmekvantum hos en molekyl gor detsamma genom att formedla sin energi till en
slumpvis utvald granne. Dessa diffusioner &r tredimensionella istillet for var endimen-
sionella beskrivning men exempelvis i en gaskromatograf dr det en endimensionell pro-
jektion som utnyttjas (6verlagrad pa en systematisk drift). I en kontinuerlig beskrivning
kan slumpvandrarens sannolikhetsfordelning och varmeledningen, diffusionen beskrivas
med samma differentialekvation och sannolikhetsfordelningen blir intressantast nar de
enskilda partiklarna blir urskiljbara och som forklaring av resultatens “suddighet” or-
sakad av slumpvariation.

5 Sannolikhetsmatt for flera variabler

Ofta behéver man mer dn en stokastisk variabel pa grund av att man antingen
observerar flera olika saker eller upprepar en och samma typ av matningar. I
den stokastiska modellen representeras varje observation eller matt av en egen
stokastisk variabel eftersom slumpen kan ge dem olika virden. Alla variabler
som behandlas i en analys ar definierade pa samma utfallsrum vilket markeras av
att vi kan uttrycka sannolikheter for olika hindelser med ett och samma sanno-
likhetsmatt P. I den har kursen blir variablerna nastan alltid &ndligt manga men
i kurser i stokastiska processer maste dnnu flera variabler hanteras for att kunna
beskriva oédndliga foljder, kontinuerliga forlopp av typen resultat fran stindigt
registrerande instrument eller processer pa ytor och i atmosfiaren mm.

For 2 eller flera variabler definieras fordelningsfunktionen

F(z1,. . xm) = P(Xqg < x1,.. ., Xin < Tp), (24)

dar kommatecknet skall lasas som snitt dvs alla villkoren skall vara uppfyllda.
Vi forutsitter att alla variablerna dr dndliga med sannolikheten 1 (sa att ingen
sannolikhet ligger ute i +00)°.

Fordelningsfunktionen &r vixande (>) i alla sina argument, den avtar mot noll
om x; — —oo for nagot x; och den vaxer mot 1 om x; — +oo for alla x;.

For diskreta variabler definieras frekvensfunktionen
flxy,...;zpm) =P(X1=21,..., X = Tp) (25)

ialla punkter (z1, ..., %) som variabelvektorn kan anta. (Vikan formellt definiera
den som 0 i andra punkter.) Sannolikheter for hindelser far man givetvis genom
att summera 6ver de punkter som ingar i handelserna.

For kontinuerliga variabler soker vi istallet en funktion som kan integreras
till sannolikhet och det racker om vi kan integrera fram fordelningsfunktionens

50m man dividerar tva riknade virden fran radioaktiva preparat sa kan i princip antalet
impulser bli 0 och kvoten odndlig sa det finns fall som maste specialbehandlas
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sannolikheter for da kan ocksa sannolikheten for andra integrerbara omraden i
R™ fas med samma funktion. I alla punkter dar F(zq,...,2,,) ar deriverbar far
vi da funktionen

F@1s ey ) = O E (@1, Tm). (26)

0xy...0%y,

Eftersom en fullstandigt deriverbar fordelningsfunktion uppfyller

2 em O"F (2, ..., !
F(l"l,---,fﬂm):/_oo---/_oo 8;?_1_’.8736M)d33’1---d$;n

T

s& fungerar f som vi onskar. Aven om deriverbarheten inte #r uppfylld i nigon
punkt eller i nagon annan mangd som har sannolikheten 0 sa fungerar f genom
att man vid integrering helt enkelt kan bortse fran punkter som tillsammans har
sannolikheten 0 men det kraver egentligen ett mer avancerat integralbegrepp,
Lebesques integral.

Om man utgar fran frekvensfunktionen nér man modellerar sa galler motsvarande
krav som vid endimensionell fordelning: Frekvensfunktioner maste vara ickenega-
tiva och integreras (i diskreta fallet summeras) till 1, [0 [ f(z1, z2)dz dze = 1.
Det ar allt som kravs. Om man har en positiv funktion som ger att integralen ar
andlig men inte 1 sa kan man normera funktionen genom att dividera den med
dess integral.

Exempel 5.1 Vid tillverkning av fordonskomponenter maste ett antal matt ligga
inom vissa toleranser. En bildorr maste ju passa till motsvarande karm. I modern
produktion kan man inte anpassa enskilda dorrar till enskilda karmar utan varje
dorr bor fungera direkt vid monteringen och vid eventuella utbyten. Mark att
detta forskjuter intresset fran matt pa de enskilda objekten till populationen av
matt dvs till sannolikhetsfordelningen. Vektorn X = (Xi,...,X,,) kan vara m
sadana matt pa en bildorr och eftersom matten varierar nagot, ndgra mm, mellan
olika dorrar ar det lampligt att modellera X som stokastisk.

Nar man har beskrivit vektorns sannolikhetsférdelning sa kan man sedan anal-
ysera den mot en vektor Y = (Yi,...,Y,,)’, som beskriver motsvarande matt
pa dorrkarmen, for att bedoma risken att de inte passar ihop och for att se hur
olika toleransgranser paverkar kassationsfrekvenser. Genom en bra modellering
och skattning av fordelningen minskar man kraftigt behovet av provexemplar och
kan teoretiskt studera olika delproblem.

Ofta ar frekvensfunktionen mer anvdndbar &dn fordelningsfunktionen sa det
géller kanske i forsta hand att fa tag pa den. I vissa problem har vi da nytta av
att forst bestamma fordelningsfunktionen och sedan derivera och i andra fall kan
vi fa tag pa frekvensfunktionen enklare genom andra resonemang, speciellt galler
det nir man satter samman oberoende variabler med kénda frekvensfunktioner. I
nasta avsnitt beskriver vi hur man kopplar endimensionella och flerdimensionella
fordelningar.
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5.1 Marginalfordelningar

Vad hander om vi sitter in odndligheten i nagra av fordelningsfunktionens argu-
ment? Da far vi enligt definitionen (lat oss ta fallet med 3 variabler som exempel
och hinga variablerna som index pa funktionerna)

Fx, x5,x5(®1,00,23) = P(X1 < 21, Xy < 00, X3 < x3) = Fx, x,(1,23)

och
Fx, x5,x5(x1,00,00) = P(X; < 21, X2 < 00, X35 < 00) = Fx, (1),

eftersom villkoret X; < oo alltid blir uppfyllt och darfor kan strykas ur sanno-
likheten. Fordelningsfunktioner i lagre dimensioner far man tydligen genom att
siatta in oandligheten for de variabler som inte skall vara med och eftersom in-
gen sannolikhet fick ligga i oandlighetspunkterna sa kan vi ocksa fa dem genom
gransovergang nar x; — oo for de variabler som skall bort ur féordelningsfunktionen.
Om man utgar fran m variabler sa kallas fordelningar for farre variabler for
marginalfordelningar och ofta avses de endimensionella foérdelningarna.

Marginella frekvensfunktioner far man i det kontinuerliga fallet ur samband

av typen Fx, (z1) = Fx\ %%, (1, 00,00) = fil)o ffow ffooo f (1, 5, 75)drsydrydat,
och derivering pa x; ger sedan

Ifx,(z d~771/ / / [, 25, %) dahdrydry = / / f(x1, x5, x5)drsdash.
(27)
Resultatet innebar att variabler som skall avlidgsnas ur frekvensfunktionen inte-
greras bort.
Den diskreta motsvarigheten ar &nnu enklare. For att fa fram fx, (z1) =
P(X; = x,) sa summerar man sannolikheten for alla saidana punkter vilket ger

le l‘l ZZf 331,352,333

T2 3

Namnet marginalfordelning kommer egentligen fran tvadimensionella tabeller
over sannolikheter dar man kan summera ut sannolikheterna i marginalerna och
fa de endimensionella foérdelningarna pa sa satt.

5.2 Beroende och oberoende variabler

Kom ihag att handelser var oberoende om de inte hade nagon koppling till varan-
dra dvs om en héandelse intraffade lika 1att alldeles oavsett om en annan intraffade
eller ¢j. For oberoende hindelser géllde P(A N B) = P(A)P(B). Om det inte
finns nagon koppling mellan slumpvariationerna for variablerna X och Y sa blir
héndelserna A = {X < z} och B = {Y < y} oberoende. Det innebér att
P(X <z,Y <y)=PANB) = P(X < z)P(Y < y). Vi definierar nu helt
generellt variabler som oberoende om detta galler for alla x och y.
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Definition 5.2 Twa variabler X och Y dr oberoende om

Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y) (28)

och fler dn tva variabler dr oberoende om deras fordelningsfunktion dr produkten
av deras endimensionella margionella fordelningsfunktioner.

Samma produktegenskap géller for frekvensfunktionerna. I det kontinuerliga
fallet f6ljer det direkt genom att derivera (??) eller dess m-dimensionella motsva-
righet och omvant far vi tillbaka produkten av fordelningsfunktioner genom att
integrera produkten av marginella frekvensfunktioner. I det diskreta fallet galler
givetvis att om variablerna dr oberoende sa blir P(X = z;,Y = y;) = P(X =
z;)P(Y = y;). Vi kan déarfor lika gérna definiera variablerna som oberoende om

fxy (@, y) = fx(2)fy (y) (29)

och genom motsvarande produkt for fler 4n tva variabler. Om funktionerna bara
galler i ett visst omrade sa skall omradet tas med i produkten. Det gor att man
for alla varden pa x skall ha samma omrade for y nar variablerna &r oberoendet.

Den vanligaste oberoendesituationen ar att man har utfort sina matningar pa
ett sadant sitt att inga gemensamma slumpfaktorer kan paverka dem (atminstonde
inte i nagon betydande grad). Da utgar man helt enkelt fran att produktegen-
skapen galler och modellerar bara de endimensionella marginella fordelningarna,
ofta genom sina frekvensfunktioner utan att passera fordelningsfunktionen. I na-
gra intressanta fall arbetar man med beroende variabler fran bérjan men lyckas
skapa oberoende variabler som &r funktioner av ursprungsvariablerna. (Dynamiska
system som t.ex. uppstar i manga industriella processer och reglersystem ger
beroende data men i varje 6gonblick finns det en oférutsigbar Gveraskning, “in-
novation”, som i regel kan modelleras som oberoende och likaférdelade variabler.
Denna far man om man forst férutsiger observationen (variabeln) pa ett optimalt
satt ur gamla data och sedan tar variabelns verkliga varde minus prognosen. Det
ar alltsa en ibland ganska komplicerad funktion av de beroende variablerna och
ddr maste man harleda oberoendet.)

Exempel 5.3 Tva bargningsforetag vintar pa utryckningslarm och eftersom vi
kan anse att intensiteten (risken) for ett larm &r konstant blir tiderna X och YV
tills de far sina larm férdelade likadant som radioaktiva atomers livslingder dvs
exponentialfordelade. Om de bevakar helt olika distrikt blir tiderna till larmen
oberoende med fx(x) = c;e”“? och fy(y) = coe™®Y, dér intensiteterna ¢; = 1/ ;.
Det ger for z > 0,y > 0

—Cc1T—C2y

f(%y) = C1C2€

5.3 Vantevarde och varians for linjara uttryck

Lat X och Y vara kontinuerliga variabler med frekvensfunktionen f. Da kan
vantevirdet for en funktion Z = h(X,Y’) av variablerna skrivas
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BlZ] = EW(X, V)] = [ [ h(z.y)f(z,y)dyde, (30)

dar integreringen som vanligt ar over hela planet eller 6ver den delméangd dar
frekvensfunktionen inte &r noll. (For att véntevdrdet skall existera och vara
dndligt krivs absolutkonvergens dvs samma dubbelintegral med |h(z, y)| skall vara
dndlig.) Man kan visa att resultatet blir samma som om man héirledde frekvens-
funktionen for Z och tog det vanliga vintevardet i dess endimensionella fordelning.

Ett linjart uttryck i variablerna har formen Z = aX + bY + ¢ dar a, b, ¢ ar
konstanter. Uttryckets vantevarde och varians ges av foljande sats:

Sats 5.4 Ldt X ochY ha vintevirden pig, py och varianser o2,07. Da dr
ElaX +bY +¢| = //(ax + by + ¢) f(x,y)dydz = apy + bu, + c, (31)
Var(aX +bY + c¢) = a’0, + b°0,, + 2abCov(X,Y), (32)
dir Cov(X,Y) definieras nedan. En viktig forenkling ar att
Var(aX 4+ bY +¢) = a’02 + b°0,, om X,Y oberoende. (33)

Som specialfall blir
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) vid oberoende;
Var(X —Y) =7, sitt b= —1 i summaformeln;
Var(aX) = a*Var(X) och o,x = |a|o,,

eftersom standardavvikelser definieras positiva men a kan vara negativ.
Varianslagarna (??) och (??7) &r speciellt viktiga att kunna. Fran dem hérleder
man latt andra variansresultat for linjara uttryck.

Bevis av (77):

//xf(x,y)dydac = /ac(/f(ac,y)dy)dm = /a:fX(ac)dx = F[X]

och motsvarande giller for dubbelintegralen av y f(z, y) om vi byter integrations-
ordningen. Konstanten ¢ tas ganger totala integralen av frekvensfunktionen som
ar en etta. Motsvarande resultat visas pa samma satt for flera kontinuerliga vari-
abler och med summor istallet for integraler kommer man till samma resultat for
diskreta variabler. Det betyder att vantevardet for linjara uttryck i stokastiska
variabler alltid kan fas som samma linjara uttryck i variablernas viantevarden. O

Ett nyttigt produktresultat For obeoende variabler X och Y blir vantevardet
av produkten ocksa enkel eftersom produktregeln (?7?) ger

BIXY] = [ [oyfx (@) fr@)yde = [ofx@)dze [yfr@)dy = pam,. (34
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For oberoende diskreta variabler far vi samma resultat med hjélp av summor.

Det ar latt att se att produktregeln inte behover gilla for beroende variabler. Lat
t.ex. X ha vintevirde 0 och satt Y = X (eller Y = X + Z dar Z ar oberoende av X)
sa blir E[XY] = Var(X) och sambandet spricker om Var(X) > 0.

Bevis av varianslagarna (?7), (??): Fran definitionen av varians har vi att
Var(aX +bY +¢) = E[(aX +bY + ¢ — ap, — by, — ¢)?]

= Bla*(X — pz)? + (Y = p1y)* + 2ab(X — p1z) (Y — py)]-

Utvecklingen av kvadraten, dar vi forst fort ihop variabler och deras vantevarden,
ger en summa av tre termer och vart just visade resultat for vantevirden av
summor (linjirkombinationer) gor att vi kan behandla dessa var for sig. Det ger
Var(aX+bY+c)= a’Var(X)+b*Var(Y)+2abCouv(X,Y), dér vi infort kovariansen

Cov(X,Y) = E[(X — p) (Y = pay)]. (35)

Kovarians anvinds ofta som ett grovt matt pa hur variablerna samvarierar.

(")vning: Visa att E[X — p;] = 0. Resultatet behévs om ett par rader.

Om variablerna X och Y ar oberoende sa ar ocksa X — i, och Y —p,, oberoende.
Kolla det i fordelningsfunktionen om du inte ser det direkt. I sa fall blir enligt
(??) och 6vningen

Cov(X,Y) = BI(X — p)(¥ — )] = BIX — jo] BV — 1] =0x 0= 0. (36)

Da foljer satsens oberoenderesultat (?7). O

5.4 Medelvarden och stora talens lag

Antag att vi gor flera matningar av samma typ. Da ar det naturligt att bilda
deras medelviarde. Idealet ar att mitningarna organiseras sa att inte samma
slumpfel och variationer kan paverka flera matningar och om detta lyckas ansatter
vi oberoende likafordelade variabler i modellen.

Lat darfor Xq,..., X, vara oberoende och likaférdelade med E[X;]] = g,
Var(X;) = 0. Medelvirdet ges av

o1
X:E(X1+X2+...+Xn)

vilket ar ett linjart uttryck. Lagarna for vintevirde och varians (?7), (??), gen-
eraliseras latt till n termer och ger att
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BIX] = —nu=p (37)

Var(X) = %Var(Xl +...+X,) = %noQ = 0—2; (38)
n n n

ox = . (39)

NG

Vi ser att osékerheten métt som standardavvikelse avtar som 1/,/n medan vénte-
vardet blir oférandrat. Flera oberoende matningar ger alltsa sdkrare resultat dven
om 1/4/n avtar ritt sakta utom i borjan. Det krdvs 4 ganger fler métningar for
att halvera osdkerheten och 100 ganger fler for att vinna en siaker decimal till. Om
man redan matt ett stort antal ganger blir detta tungt men som regel finns det
inget battre att gora.

5.4.1 Stora talens lag

Forst en uppskattning. Av variansens definition 0% = E[X — u)?] ser man att om
X med stor sannolikhet ligger langt fran p sa kommer o att bli stor. For ett givet
varde pa o maste det darfor finnas en begransning pa sannolikheten att komma
langt ut.

Sats 5.5 (Chebyshevs olikhet)

P(IX = p| > ko) < (40)

1
k2
De ryska bokstdverna i Chebyshev 6versitts med olika stavningar. Bli darfor inte
forvanad om det star Tjebytjov eller nagot liknande istillet som namn pa denne
ryss.

Bevis: For en kontinuerlig variabel kan vi skriva

o0

o —/ T — dm>/u ¥ x—,u)Qf(x)daH—/ (x — )2 f(x)dx

ut+ko

> K20%( [ ’;'w f@dz+ [ f@)de) = Ko P(X — p| > ko). (41)

mu+ko
Olikheterna motiveras av att vi dels tar bort en del av integrationsomradet och
har positiv integrand, dels ersatter integrandens parentes med sin undre grans i
det omrade som blir kvar. Dividera slutligen med o2k? i forsta och sista led. O

Med denna olikhet som verktyg skall vi nu ge en asymptotisk koppling mellan
medelviarden och vanteviarden. Resultatet kan ses som en motivering av varfor
man vill bilda medelvirdet ev manga observationer. En mer ingaende asymptotisk
motivering ges senare i form av den centrala gransvardessatsen.
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Sats 5.6 (Stora talens lag) Ldt X, vara medelvirdet avn oberoende likaférdelade
variabler med vantevdarde p. Da gdller

P(| X, —p| >¢) =0, n— oo, (42)
for varje valt € > 0.

Denna lag kallas for den svaga formen av stora talens lag. Det finns ocksa en
stark form nar man har en oandlig sekvens av variabler X; och bildar sekvensen
av medelviirden X,, = 3" X;/n. D4 giller P(X,, — p) = 1, dvs med undantag
av en mangd utfall som har sannolikhet 0 sa konvergerar medelvirdena for alla
andra utfall. Detta pastar vi inte i den svaga formuleringen och det kraver ocksa
ett mer avancerat bevis.

Bevis av stora talens lag: Vi bevisar den svaga formen av lagen for variabler
med dndligt o. Det técker praktiskt taget alla fall av praktiskt intresse dven om
lagen r giltig utan krav pa o. Utnyttja att Var(X,,) = 0%/n i Chebyshevs olikhet.

e O )
o/v/n+\/n
Denna #r nu pa formen |X,, — u| > kog, med k = \/ne/o. Eftersom k — oo nir
n — oo sa konvergerar begriansningen k% — 01 Tjebytjevs olikhet. O

P(| Xy — | > ) = P(| X0 — p| >

(43)
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6 Nagra viktiga sannolikhetsfordelningar

6.1 Diskreta fordelningar

En forsta grupp av diskreta fordelningar grundar sig pa oberoende férsok med san-
nolikheten p att lyckas. Beroende pa hur man samlar in resultaten kan antingen en
binomialférdelning, en geometrisk fordelning eller en negativ binomialfordelning
uppsta.

6.1.1 Bernoulli- och binomialfordelning

Om man bara gor ett forsok och definierar X = 1 eller 0 beroende pa om férsoket
lyckas eller ej sa blir

{1 med sannolikheten p, (D k=1
X_{O med sannolikheten 1 — p; f(k)_{l—p, k=0"

Detta dr en Bernoulliférdelning med sannolikheten p som parameter (eller ett
specialfall av binomialférdelningen). Situationen kan uppsta pa oerhért manga
sitt. Kasta en tdrning och se om ett visst resultat kommer upp (och sétt 1 eller 0
beroende pa om det lyckades eller ej) gor en métning och se om den kommer Gver
eller under en angiven niva etc. Trots att fordelningen &r banalt enkel sa kan det
vara bra att berakna variabelns vantevarde och varians.

EX]=1xp+0x(1—-p)=p,
Var(X) = E[(X —p)’] = (1-p)’p+(0—p)*(1—p) = (1—p)p[l —p+p] = (1-p)p.

Antag att vi istillet fran borjan bestdmmer oss for att géra n oberoende forsok
dar vart och ett lyckes med sannolikheten p. Definiera X som antalet forsok
som lyckas. Da ar X en binomialférdelad variabel som kan anta heltalsvardena
0,1,...,n. Vad blir sannolikheten for de olika resultaten?

Sannolikheten att de k forsta forsoken lyckas och att sedan alla foljande miss-
lyckas #r en produkt pp...p(1—p)...(1—p) = p*(1 — p)"* eftersom forsoken ir
oberoende. Samma sannolikhet har varje monster med k lyckade forsok. Antalet
mojliga sitt att fa k lyckade pa n forsok dr samma som antalet sitt att dra &
positioner bland n (dragning utan avseende pa ordningen och utan aterliggning).

Det héirledde vi tidigare till (}). Alltsa blix

f(k)=P(X =k) = (Z)pk(l—p)"_k, k=0,1,...,n. (44)

Variabelns sannolikhetsférdelning bestams av 2 parametrar, n och p och vi skriver
Bi(n,p) respektive X € Bi(n, p) som beteckning och for att ange vilken fordelning
X har.
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Vantevardet och variansen kan beridknas direkt ur definitionen men en annan
metod ar elegantare. Lat X; = 1 om det ite forsoket lyckas och annars noll. Da ar
X=X+Xo+...4 X, dar X, ar oberoende Bernoullivariabler med vantevarde
p och varians p(1 — p) enligt ovan. Eftersom véntevirdena alltid kan summeras
och varianserna kan summeras vid oberoende sa blir

E[X]=np;  Var(X)=mnp(l-p). (45)

*

*

%

g 4 o o« &
10 12 14 16 18 2

*
i
I
I
I
I
I
I
I

*
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
4

1

6

Figure 7: Frekvensfunktion, med inritat vantevarde och vantevarde + en stan-
dardavvikelse f6r binomialférdelning Bi(20, 0.2).

6.1.2 Geometrisk fordelning och negativ binomial

Om vi inte fixerar antalet forsok fran borjan utan bestdmmer oss for att gora
oberoende forsok med samma sannolikhet p tills vi lyckas sa kan vi rikna antalet
forsok som gar at och kalla det for Y. Variabeln Y har da en geometrisk fordelning
som vi kort betecknar Ge(p) och som styrs av en enda parameter nimligen san-
nolikheten p. Det ar latt att harleda frekvensfunktionen

f)=PY =k)=(1-p"'p, k=1,....n, (46)
eftersom vi forst maste fa k£ — 1 misslyckade och sedan ett lyckat forsok om Y skall

bli k. Kontrollera garna att summan av sannolikheterna blir 1.

For varje positivt heltal £ kan vi ocksa uttrycka fordelningsfunktionen.

Fk)=P(Y <k)=1-P(Y > k).

Sannolikheten att Y > k innebar att alla de k& forsta forsoken misslyckas och det
ger (1 —p)*. Alltsd dar F(k) = 1 — (1 — p)*. Préva som &vning att komma till
samma resultat genom direkt summering av frekvensfunktionen. Med hjalp av
hogerkontinuiteten bestdms fordelningsfunktionen F'(x) for hela talaxeln.
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Forsok visa att

Figure 8: Frekvensfunktion for geometrisk fordelning med p = 0.3 6verst och
motsvarande fordelningsfunktion nederst, Viantevirde och vanteviarde + en stan-
dardavvikelse har markerats.

Den negativa binomialférdelningen uppstar om man istallet raknar antalet
forsok tills man far r lyckade, r > 1. Lat oss kalla antalet for Z. Fortfarande ar
forsoken oberoende med sannolikheten p att lyckas. For att fa r lyckade sa maste
man forst halla pa tills man far ett lyckat, darefter startar man pa sitt och vis om
och invantar nasta lyckade och detta upprepas exakt r ganger. Det innebar att
Z=Y1+Yy+...4Y, dar Y, ar oberoende och geometriskt fordelade. Vantevarde
och varians kan vi darfor plocka ur den geometriska fordelningen och summera.

Sannolikheterna far tas med ett annat resonemang. Om k£ > r sa maste
foljande intraffa om Z = k.

Forsok k£ maste lyckas. Sannolikheten for det ar p.

Pa de k—1 forsta forsoken maste man dessutom ha r—1 lyckade. Sannolikheten
for det senare beskrivs av binomialfordelningen eftersom man pa n = k£ — 1 f6rsok
skall ha ett givet antal lyckade. Det ger

k—1
fz(k) = (T_ 1)10”(1—17)’” xp, k=rr+1,....

(Ibland definieras istéllet den negativa binomialférdelningen for Z — r vilket
betyder antalet misslyckade som maste till for att fa r lyckade. Samma sanno-
likheter flyttas da ner till virdena 0,1,2,...). Om U = Z — r blir da

k+r—1\ ,_
fU(k):< . )p 'A—p)f xp, k=0,1,...

Samma typ av fordelning men generaliserad sa r inte nédvéindigtvis ar ett
heltal kan ocksa fas pa andra sitt, t.ex. om man har en slumpmaéssig parameter i
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en Poissonfoérdelning (se i nésta avsnitt hur Poissonférdelningen uppkommer och
definieras). Fordelningen har av det skilet ofta anvants nir man blandar data fran
olyckor eller andra Poissonfordelade antal dar inte olika data har exakt samma
Poissonfordelning.

6.1.3 Radioaktivt preparat — antal sonderfall — Poissonférdelning

Den sista diskreta fordelningen vi tar upp i detta avsnitt ar oerhort anvandbar. Vi
hérleder den for en fysikalisk situation (radioaktivt sénderfall) dér vi nu inte ser
pa en ensam atom utan pa ett helt preparat med sadana atomer. Sedan generalis-
eras resonemanget till helt andra situationer med samma sannolikhetsegenskaper.

Ett radioaktivt preparat har ett stort antal atomer (kanske langt cver 10'°
stycken). Tillsammans ger de en stralningsintensitet for hela preparatet. Till
skillnad fran en ensam atom sa fortsitter preparatet att ha intensitet sa lange
det finns radioaktiva atomer kvar, och dven om styrkan avklingar efter hand som
sonderfallen sker sa kan vi anse den konstant under tider som ar korta jamfort med
halveringstiden for preparatet. Har man 10'° stycken s& betyder det ingenting for
intensiteten om nagon miljon av dem sonderfaller.

Kursivt: Intensiteten kan definieras som det forvantade antalet sonderfall per tidsen-
het och man kan 1att Gvertyga sig om att detta blir (det forvantade) antalet radioaktiva
atomer ganger sonderfallsintensiteten for en atom. Eftersom vi tidigare berdknat att

¢T g3 far preparatet intensiteten

en atom Overlever tiden x med sannoikheten G(x) = e~
Age ¢ efter tiden z. Har ar Ay antalet atomer nir man borjar och ¢ ar atomer-
nas sonderfallsintensitet. (Atomerna kan anses sonderfalla oberoende nir vi inte har
nukledra kedjereaktioner — for kedjereaktioner finns det istillet andra stokastiska mod-

eller i form av forgreningsprocesser.)

For det alfastralande preparatet Am-241 i brandvarnaren tar det ca 475 ar
(halveringstiden) innan hélften av atomerna sonderfallit och efter 7 ar har bara
ca 1% av atomerna hunnit forbrukas. Det gor att intensiteten kan anses konstant
atminstone under sa lang tid, vilket ticker de flesta métsituationer.

Fordelningen for antalet sonderfall
Lat v vara preparatets (konstanta) intensitet och lat ¢ vara tiden sedan vi borjade
studera preparatet. Lat dessutom

N(t) = antalet sonderfall fram till tiden ¢.

Vi ér framfor allt intresserade av sannolikhetsférdelningen f6r N (t) och betecknar
den

pe(t) = P(N(t) = k).
Vid tiden 0 &r N(0) = 0 och vi far darfor kdnda startvillkor fér sannolikheterna,

po(0) =1, pp(0) =0, k> 1.
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Aven om preparatet stralar hiftigt och tusentals atomer sénderfaller varje
sekund sa kan vi vilja ett sa kort tidsintervall (av langden h) att vi troligen inte
far nagot sonderfall alls i intervallet eller mdjligen ett enda. For sa sma intervall
blir sannolikheten att fa ett sonderfall inom intervallet proportionell mot h. &

Mellan tiden ¢ och ¢ + h intraffar

0 sonderfall med sannolikheten 1 — vh,
1 sonderfall med sannolikheten vh,

2 eller fler med sannolikheten 0;

med ett fel av storleken o(h) (dar o(h)/h — 0, h — 0). Jamfor vi N(t + h)
med N(t) sa blir de antingen lika eller ocksa ett hégre om inte en o(h)-héndelse
intraffar. Det ger

po(t+h) = po(t)(1—vh)+ o(h); (47)
pe(t+h) = pe_1(t)vh +pe(t)(1 — vh) +o(h), k> 1. (48)

Detta kan vi forma om till differentialekvationer

d . t+h)—po(t ) o(h
W i PO 0 iy () 4 A = ey (a0)
dpy, _ .
Pl analogt = vpgp_1 — vp(t), k> 1. (50)
Ekvationerna kan l6sas pa flera sitt, t.ex. foljande
1 dpy d1n pgy
Bl U -
Po dt ’ dt ’

Inpy = —vt + C;

dér C &r en integrationskonstant. Startvillkoret po(0) = 1, px(0) =0, k > 1, ger
C =0 och

—vt

po(t) =e

Multiplicera ekvationen for k£ > 0 med faktorn e* s& far vi foljande 16sning:

dpx
e"' == + e"'upi(t) = " 'vpp_1(t);
dt
6Se kursiv text lingre fram som styrker proportionaliteten, men den #r ocksd ritt intuitiv.
Jamfort med en ensam atom maste vi gore intervallet mycket kortare, men det betyder inget
eftersom vi &nd4 vill ha limes nir intervallet gdr mot 0.
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d
@(e”tpk (t) = e"'vpg_1(t);

epelt) = [ vy ()t

k=1:
e’'p1 (t) = /e"tl/e”’tdt =vt+C.

Startvillkoret p;(0) = 0 ger C'= 0 och vi far

pi(t) = vte ™.
k=2:
v2t?
e’'py(t) = /e”tl/l/te_“tdt =5 +C;
och vi far pa nytt C' = 0 pga startvillkoret. Det ger
t 2
Pg(t) — (V2) e—ut

Pa samma satt fortsiatter vi och nystar upp sannolikheterna och far

(vt)*
k!

p(t) = e vt (51)

Detta ar en Poissonfordelning som passar in pa manga olika fenomen dar man kan
se en (konstant) intensitet. Detta aterkommer vi till. Prova girna att genomfora
l6sningen ovan i fallet k£ = 3 eller gor ett induktionsbevis. En litet trakigare koll ar
att sitta in den foreslagna losningen i diffekvationen och verifiera att den stimmer.

6.1.4 Poissonfordelning

Vi har kommit fram till den beromda Poissonférdelningen med parameter A = vt.

Definition 6.1 En variabel X som antar vardena 0,1,2,... med sannolikheterna

k
Fl) = e

for nagot positivt parametervirde A sigs vara Poissonfordelad, X € Po()).

(52)

Eftersom fordelningen bara har ett parametervarde sa maste dess vanteviarde och
varians bero pa parametern, d.v.s. bada ar funktioner av A. Vi berdknar dem pa
faljande satt

uzZk%e_)‘:;...z)\e_’\z(k_l)!:)\, (53)



eftersom den sista summan kan skrivas som Y- 2+ vilket &r serieutvecklingen av

e,

Variansberikningen forenklas en aning om vi utnyttjar att o? = E[(X — p)?] =
E[X?] — .

[e's) Alc 3 o Ak _ oo )\k _
BIX* =3 K pne = bk~ )+ k)gge = 3 e A=A 4
0 : 0 ' 2 '

Vi utnyttjade vintevirdessumman (??) och motsvarande omskrivningar som dar
efter att ha brutit ut A\2. Vi far foljande enkla variansuttryck

ol =Var(X) =2+ A—- X =)\ (54)

Varians och vintevarde ar alltsa lika stora och standardavvikelsen blir da o =
VA= V- Om man forvintas rikna manga sénderfall (eller andra poissonférdelade
héndelser) sa blir darfor osdkerheten (métt som standardavvikelse) liten jamfort
med p men vid mycket sma vanteviarden blir osikerheten betydande jamfort med
vantevardet.

Antalet trafikolyckor under ett ar dr nira Poissonfordelat och det géller ocksa
for en given klass av trafikolyckor, t.ex. dddsolyckor. Under 1998 dog ca 540
i trafiken och 1999 var det mycket pressdiskussioner om att riskerna Okat efter-
som det dog 570 stycken. Nu dor det iblend flera stycken i samma olycka vilket
okar variansen mer an det okar vantevardet, men aven om vi tanker oss att varje
dodsolycka har ett offer och att © = A & 540 sa blir 0 ~ 23 vilket visar att skill-
naden mellan d6dsantalen ar obetydligt 6ver en standardavvikelse (och troligen
inte ens det om man korrigerar for flera offer i samma olycka). Nu kan det finnas
andra goda skl att inte acceptera antalet fatala trafikolyckor men underlaget i
form av antalet doédade ger ingen saklig grund for pastaendet att faran okat i
trafiken.

6.1.5 Poissonprocessen

Sjélva tidsforloppet N(t) ar en Poissonprocess, vilket 4r den kanske mest grundlég-
gande stokastiska processen i sannolikhetslaran. Det finns en stor och spannande
teori for stokastiska processer som ger modeller for olika slumpmassiga tidsforlopp
och modeller for stokastiska falt och punkthéndelser i rum och rum-tid.

Ser man pa det radioaktiva preparatets egenskaper sa bor processen N (t) (med
konstant intensitet) ha féljande egenskaper.

1°. E[N(t)] = vt, intensitet ganger tid;

2°. Oberoende antal impulser i olika (disjunkta) tidsintervall;

3°. Pa tiden ¢ blir antalet hdndelser (s6nderfall) Poissonfordelat med parame-
ter A = vt, oavsett var man borjar (sa ldnge intensiteten &r konstant).

4°. Dessutom kan vi se tillbaka pa harledningen av en atoms livslangdsférdelning,
dar vi ocksa hade konstant intensitet, och finna att tiden mellan sonderfall bér vara
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exponentialfordelad med en intensiteten v och med f(z) = ve *®. Det blir alltsa
fordelningen for tiden mellan dkningar i processen N(t). Om vi har Ay oberoende
atomer med intensiteten ¢ vardera sa blir preparatets intensitet v = Ayc.

5°. Om vi mdter stralningen fran vart preparat sa kommer bara den stralning
som traffar matinstrumentet att registreras. Det innebar att vi uppfattar bara
stralningen i en viss rymdvinkel. Eftersom stralningen sker i helt slumpmaéssiga
riktningar sa uppfattar instrumentet varje sonderfall med en sannolikhet p som
beror pa instrumentets andel av totala rymdvinkeln”, och detta sker oberoende
for varje sonderfall. Det ger ocksa en poissonprocess med intensiteten vp.

Anmarkning 6.2 I punkt 2 utnyttjar vi den stora miangden atomer som gor att
aven om det finns ett stort antal sonderfall i ett intervall sa finns det anda praktiskt
sett lika manga radioaktiva atomer kvar. Rent principiellt ger annars preparatet
ett extremt svagt negativt beroende, sa att mycket i det ena intervallet tenderar
att ge ett lagre antal i det andra eftersom det finns farre atomer att ”smalla”
dédr. Modellen N(t) och differentialekvationerna bor ge (och ger) exakt oberoende
eftersom de baseras pa konstant v.

Vad finns det for andra fenomen som ocksa ger intensiteter av liknande slag?
Samtal till en telefonvéxel, anrop till internet, larm till brandstationen, oly-
ckor i trafiken, stromavbrott (diskuterades redan i kapitel 2), kundankomster
till butiken, materialfel i produktionen etc. Alla dessa har en stindig intensitet
att intriffa och intensiteten paverkas knappast av vad som redan har intraffat.
Déaremot ar inte alltid intensiteten lika stor. Under begransade tidsintervall stammer
darfor den harledning vi gjort ovan och om man vill ticka varierande intensitet sa
finns en generaliserad 16sning som ocksa leder till Poissonférdelningen (om inten-
sitetsfunktionen kan anses deterministisk). Generaliseringen far man genom att
antingen definiera om tidsbegreppet sa att intensiteten blir konstant (tiden far ga
snabbare nér intensiteten dr hog) eller genom att inse att parametern vt egentli-
gen skall tolkas som integrerad intensitet (i det radioaktiva exemplet vt = [J vdt),
och att den tolkningen latt generaliseras till tidsvarierande intensitet.

Kursivt: Radioaktiva atomers livslingd var exponentialforedelad. Exakt géller att
sannolikheten for att en ensam atom sonderfaller mellan ¢ och ¢ + h blir

t+h
/ ve Vidt — eVt — efu(t+h) — efut(l _ efuh)
t

vh)? véh)3
(2!) 4 3!)

ar nira ett om ¢t dr mycket mindre dn halveringstiden (t.ex. om vi har

=e V' (vh — ) = e “(vh + o(h)).

Faktorn e—**

kortare tid &n 7 ar vid Am-241) s den approximerar vi med en etta. Lat p = vh+ o(h)

"p &r instrumentets andel av den totala rymdvinkeln om varje sonderfall ger upphov till
en partikel som kan registreras och riktningen &r slumpméssig, men den blir stérre om fler
registrerbara partiklar sinds ut. Varje sonderfall ger hégst en rdknad impuls pga instrumentets
troghet.
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vara sannolikheten for sonderfall for en atom. For Ay atomer blir antalet sonderfall
U = N(t+h)—N(t) en variabel som ar Bi(Ag, p) och vi valjer h sa litet att det forvantade
antalet Agp ocksa blir litet. D& ar P(U = 0) = (1 —p)4° =1 — Agp + ()p*> +... =
1 — Aop + o(Agp), dir Agp liten gor resttermen liten. P(U = 1) = Agp(1 — p)Ao~! =
Aop(1 — (Ag — 1)p + o(Agp)) = Agp + o(Agp). Ovriga sannolikheter méste d& rymmas
inom resttermen o(Agp) eftersom summan av de bada forsta blir 1 + o(h), sa for korta
tidsintervall (h — 0) behdver vi bara rikna med 0 eller ett sonderfall.
Uppskattningarna kan forenklas om man utnyttjar det matematiska resultatet (1 +
£)* = €®, n — oo till approximationen (1 — p)40 ~ e~4oP_ Uppskattningen forenklas
dnnu mer om man vet att binomialférdelningen for sma p kan approximeras med en
Poissonfordelning. Jag har inte forutsatt att nigot av dessa resultat dr kanda i detta
skede for lasaren.

Ovning: Visa genom direkt utrikning att om N; € Po(\;) och Ny € Po()y) ir
oberoende sa far summan N; + Nj fordelningen Po(A; + \g). Detta dr nddvandigt
om det skall ga att klyva ett intervall i Poissonprocessen i tva delar med oberoende
Poissonfordelade antal i varje, vilket vi formodade i punkterna 2°, 3°.

(")vning: Vad blir den betingade fordelningen for N; givet att N; + N = n om
Ny € Po(A1) och Ny € Po(Ay) ér oberoende. Bestim P(N; = k| Ny + Ny = n).

Ovning: Visa att om N, dr Po()\) och varje riknad hindelse i Ny oberoende
och med sannolikheten p rdknas i NV; sa blir den senare variabeln poissonfordelad
med parameter A\p. Nodvandigt om den raknade radioaktiviteten skall vara en
poissonprocess nar sonderfallet ar det.

6.2 Kontinuerliga fordelningar

Stokastiska variabler som kan anta alla virden pa reella axeln eller inom ett eller
flera delintervall av den reella axeln kallas kontinuerliga forutsatt att varje en-
skild punkt har sannolikheten noll. (Om det finns enstaka punkter med posi-
tiv sannolikhet men variabeln i 6vrigt kan anta alla virden pa (delintervall av)
reella axeln sa dr fordelningen av blandad typ.) Typiskt for kontinuerliga sanno-
likhetsfordelningar ar att sannolikheter integreras fram ur frekvensfunktionen om
de inte kan lasas av direkt ur fordelningsfunktionen.

6.2.1 Likformig fordelning — Rektangelfordelning

Lat a, b, a < b, vara tva tal och antag att en variabel X kan anta alla varden
i (a,b) med samma chans. Detta uttrycker vi ofta som att man drar ett tal pa
mafa mellan a och b. Vi far da en likformig fordelning vars frekvensfunktion blir
konstant pa intervallet. Fordelningen kallas lika ofta rektangelfordelning pa grund
av att en figur av frekvensfunktionen ser ut som en rektangel med basen (a,b).
Beteckning: X € Re(a,b). Variabeln X &r Re(a,b) om

fX(x)zbia, @ <a<b (55)
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och dr noll utanfér (a,b). Man ser litt att totala sannolikheten blir 1 och att
fordelningsfunktionen blir F(z) = [ 4 = &= om q < x < b. Det ger

a b—a b—a’

0, z<a
F(x):{i_“ oma<z<b
1 omx >b

Vantevardet berdknas som

/ 2 —a? _b+a

p= b b "o 2

och ligger helt logiskt mitt i intervallet. Variansen berdknas bekvamast som
E[X?] - yi? och E[X?] = [} 2% = b=t ger

v —ad? b+a, (b—a)?

Var(X) =35=0 ~ (2 F="%

Slumptal i datorer ar vanligtvis likformigt fordelade mellan 0 och 1. Genom att
bilda ratt funktioner av sadana slumptal kan sedan alla andra fordelningar skapas.
Se t.ex. kapitel 7 langre fram eller kapitel 10 i Statistisk slutledning ..., eller
den mer omfattande texten i Lewis-Orav: Simulation methods for statisticians,
operation analysts and engineers, Wadsworth & Brooks/Cole (1989).

Slumpmaéssiga riktningar ar ritt vanliga bland annat i fysik. I tva dimensioner
kan man da definiera en vinkel V som dr Re(—m, 7). Fragmenten fran radioak-
tiva sonderfall kan fa slumpmassiga riktningar och om man i nagot sammanhang
vill visa att riktningarna inte ar helt slumpmassiga utan att vissa dr mer sanno-
lika sa masta man forst rdkna ut sannolikhetsfordelningen for vad data fran helt
slumpmassiga riktningar skulle kunna ge.

Exempel 6.3 Slumpmassiga riktningar i tre dimensioner. Slumpmassiga
riktningar i tre dimensioner hanteras med en likformig sannolikhetsfordelning 6ver
ytan av en enhetssfar med centrum i origo. Sannolikheten att riktningen tillhor
en riktningsmangd kan da ges som arean av motsvarande yta pa enhetssfaren
dividerad med sfirens totala area. (Detta forutsétter att riktningsméngden ar
métbar, sa att arean kan bestimmas.) Om man arbetar med poldra koordinater
och vinklarna 6 och ¢ sa kan koordinaterna for en punkt (z,y, z) pa enhetssfiarens
yta skrivas

T = cos ¢ cos

Yy = cos ¢sinf

z =sin¢
En likformig férdelning 6ver ytan erhalls néar 6 och ¢ ar oberoende, 6 ar likformigt
fordelad Over en stricka av lingden 27, t.ex. 6 € Re(—m,m) och ¢ har frekvens-
funktionen fs(u) = fcosu, =% <u < %.

Vinkeln ¢ dr da definierad som vinkeln mellan ortsvektorn (z,v, z) och ekva-
torialplanet och riknad positiv i norra halvklotet med en bild fran vart jordklot.
Skalet till att ¢ inte ar likformig ar att vagen runt ekvatorn ar langre dn vigen
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runt jorden pa en mer nordlig eller sydlig latitud och véglingden &r proportionell
mot cos ¢. Ett vinkelomrade ¢ € (u,u + §) tar darfér upp areor som motsvarar §
ganger vagen runt sfaren pa olika sadana latituder.

Om vi slumpar ut vinklarna sa blir de tre koordinaterna (X, Y, Z) for motsva-
rande punkt pa enhetssfiaren tre beroende variabler som knyts ihop av villkoret
X2+Y?%2+ Z% = 1. Av symmetriskil har de samma marginella fordelningar och
det ar lattast att berakna den for variabeln Z = sin ¢.

Fy(z) = P(Z < 2z)=P(sin¢g < z) = P(¢ < arcsin z)

arcsinz | 1, . ) +1
5 cosu du = §(s1n(arcs1n z)+1)= z 5

, —1l<z<1.

—m/2

Fordelningsfunktionen véxer linjart med z och frekvensfunktionen blir f(z) =
% = %, —1 < z < 1. Detta kanner vi igen som en likformig férdelning,
Re(—1,1). Resultatet ar inte alls sjdlvklart innan man har rdknat igenom det
men motsvarande geometriska resultat ar att arean mellan tva latituder alltid
ar proportionell mot skillnaden mellan de bada latitudernas z-koordinater vilket
man kan kontrollera genom integrering. Sammanfattningsvis innebar en likformig
fordelning Over sfirens yta att fordelningen for en av vinklarna i den poldra
framstallningen och de tre marginella fordelningarma for ortens koordinater ar
likformiga.
Simulering av slumpmassig riktning: I tre dimensioner kan vi simulera vinklarna 6
och ¢ enligt de givna frekvensfunktionerna. Ett bra satt att simulera slumpmassiga
riktningar i en godtycklig dimension d (dven d = 3) &r att forst dra en vektor med
d oberoende N(0, 1)-férdelade variabler och normera den genom att dividera med
roten ur kvadratsumman. I Matlab fungerar t.ex. kommandona u = randn(d, 1);
u = u/sqrt(u’ x u); Det vi erhaller &r da koordinaterna ut till punkten och det
ar bara nar d = 3 som vi kan forvinta oss likformiga marginella fordelningar for
dessa.

Likformig fordelning kan ocksa definieras pa andra dndliga omraden i hogre
dimensioner, t.ex. pa olika tvadimensionella ytor, i volymen av en kropp etc.
Typiskt ar da att frekvensfunktionen ar konstant i det aktuella omradet och ar
noll utanfér. Om man byter koordinatsystem och inte har linjart samband mellan
koordinatsystemen sa kan man normalt vénta sig att likformighet i ett koordinat-
system inte motsvaras av likformighet i det andra.

6.2.2 Exponentialférdelning

Denna behandlades i avsnittet om radioaktiva atomens sonderfall dar vi hade en
situation med konstant risk (intensitet) for sonderfall och beskrev fordelningen
for tiden till sonderfallet. Fordelningen passar in pa en méngd situationer med
konstant risk. Man kan antingen parametrisera fordelningen med intensiteten ¢
eller med véntevirdet p = 1/c. Om man sitter in siffror pa parametern ar det
darfor viktigt att ange om siffran giller c eller u. X ar exponentialférdelad med
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intensiteten ¢ om
flx)y=ce, >0, Fl)=1-¢, z>0.

Med parametriseringen u géller istéllet
1
flz)==e" >0, F@x)=1-e"" z>0.
1

Vi fick tidigare 4 = 1/¢, 0 = 1/c (= p). Manga elektroniska komponenter har
med god approximation en exponentialfordelad livslangd. En intressant egen-
skap ar i sa fall att begagnade men fungerande sadana komponenter har en
kvarstaende livstid som ar likadan som den ursprungliga. Fér en komponent med
den stokastiska livslingden X som fortfarande haller efter tiden s géiller ndmligen
P(X > s+t|X > 5) = e (1) [e=¢ = ¢~ vilket &r sannolikheten for en ny enhet
att halla tiden ¢. (Att komponenten fortfarande &r hel vid s blir en information
om att X > s som vi skall betinga pa.)

6.2.3 Gammafordelning

Gammafordelningen ar ofta anvindbar for att beskriva positiva variabler. For-
delningen har 2 parametrar och tacker bland annat exponentialférdelningen som
ett specialfall. Den kan uppsta ur andra fordelningar pa nagra olika siatt. Om
man adderar oberoende exponentialférdelade variabler med samma intensitet c
sa blir summan gammafordelad och om man adderar kvadraterna pa oberoende
normalférdelade variabler med samma varians och vantevarde 0 sa blir ocksa
resultatet gammafordelat.
Baxa—l e—ﬂx
f(@) = ——=—
ING)
o' Va
u= - o= —.

B’ g
Tyvérr ar det lika vanligt att fordelningen anges med 8 utbytt mot 1/4 sa dven
har far man vara forsiktig och definiera vilken parameter som avses.

6.2.4 Normalfordelning

Normalfordelningen &r den mest studerade fordelningen i statistiska sammanhang.
Den motiveras ofta genom centrala grinsvirdessatsen (se lingre fram) i situa-
tioner dar slumpvariationen kan ses som summan av manga “sma” slumpmaéssiga
bidrag. Det ar en ofta anvand fordelning for matfel och for naturliga fysikaliska
variationer vid makroskopiska matningar dar resultatet ofta kan ses just som sum-
mor (medelvirden) av manga bidrag. Den kan ocksa uppsta genom att man gor
manga oberoende observationer pa nagot som inte alls dr normalfordelat och bil-
dar summan/medelvirdet av dessa. Centrala grinsvirdessatsen som vi bevisar
langre fram ger att resultatet far en fordelning som approximeras bra med nor-
malfordelningen.
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Normalfordelningens frekvensfunktion:

1
flx) = e
(@) V2mo?
Som parametrar har vi direkt satt in vantevardet p och standardavvikelsen o och
for en variabel X med denna fordelning skriver vi att

(=5*) , —00 < & < 00. (56)

D=

X dr N(p,0).8

Vi verifierar lingre fram att det verkligen ar en frekvensfunktion med avsett
vantevarde och standardavvikelse.
Standardiserad normalfordelning:
Om g = 0 och 0 = 1 har vi den standardiserade normalférdelningen N (0, 1). Dess
frekvensfunktion betecknar vi
1 22
é(z) = e 7,—00 <z < 00. (57)

V21

Motsvarande fordelningsfunktion skriver vi

o(@)= [ \/12_7Te_%dt. (58)

Fordelningsfunktionen kan bara berdknas numeriskt och ar darfor tabellerad eller
tillganglig som standardfunktion i vissa program, bl.a. matlabs statistiska tool-
box. Pa grund av enkla samband mellan olika normalférdelningar behover inte
fordelningsfunktionen tabelleras for nagra andra parametervarden.

Sats 6.4 Om X dr N(u,0) sd har Z = (X — p)/o den standardiserade nor-
malférdelningen, N(0,1).

Sats 6.5 Om X dr N(u,0) sd dr varje linjir transform aX + b ocksd nor-
malférdelad N(ap+b, |alo). Speciellt gdiller da att om Z dr N(0,1) sa blir uy+oZ
N(p,0), (0>0).

Kommandot Z = randn ger i matlab ett N (0, 1)-fordelat slumptal och exempelvis
345 x Z ger da ett N(u = 3,0 = 5)-fordelat slumptal.

Sats 6.6 Om X och Y dr oberoende N (g, 05) resp.N(py, 0y) sa dr varje linjdrt
uttryck U = aX + bY + ¢ normalférdelat N(fiy,0,) dar p, = apy + bpy + ¢,

oy = /a’02 + b0l

8Lika ofta anviinds variansen som parameter och beteckningen N(u,o0?). For att undvika
misstag nir siffror séitts in kan man skriva N(u = 3,0 = 2) i var beteckning eller N(u = 3,02 =
4) i den alternativa.
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Bevis: Uttrycken for vantevirde och standardavvikelse foljer i alla satserna de
allménna lagarna for vantevirde och varians/standardavvikelse. Se (77, 7?). Be-
vis for satserna ??, 7?7 foljer latt ur (??) dér vi studerar frekvensfunktioner for
linjara funktioner av variabler. Den tredje satsen kan forenklas till ett bevis av att
X + Y blir normalfordelad eftersom enligt de foregaende satserna X' = aX och
Y’ = bY + ¢ bada ar normalfordelade och oberoende. Ett bevis med transformer
(momentgenererande funktioner) ges senare, se (??7) och texten som fdljer, och ett
bevis med direkt integrering till summans frekvensfunktion kan genomfoéras pa ett
par A4-sidor med metoden i exempel 77 dar man om U = X + Y bildar

folw) = [~ fx(@)fylu=z)do
och raknar fram normalférdelningens frekvensfunktion.

Kontroll 1: Frekvensfunktionen (??) ger verkligen vantevirdet p och stan-

dardavvikelsen o. o 1 5
_lfz—p
E ){ — / xT e 2( o ) =
[ ] -0V 27!'0'2

substitution % =1t

—/u+0t e 12dt = u/ \/_ e 2qy

eftersom te™ ar udda och ger konvergent integral. Att den sista integralen blir 1 ar
ett av matematikens paradexempel pa nyttan av polira koordinater och visas nedan.
Alltsa foljer E[X] =

t2/2

Var(X) = /_o:o(x e 220265(’”%)2 _

samma substitution och partiell integration

1 2
_ 2,2 —12/2
= t“——e dt
/U V2T

(e [ ) -

eftersom den utintegrerade biten blir 0 i bada granserna och sista integralen blir 1 som
tidigare.

Kontroll 2: Funktionen (??) dr en frekvensfunktion.
(Krav: positiv funktion med integralen 1).

a) f > 0 inses latt;

b) [%, f(z)dz = subst. t = (z — p)/o = \/%7 I e 2t = \/LQ—WI.
Kvadrera integralen och skriv

I’ = /oo et 1244 /oo e 2y,
—00 — 00
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o o« 2 u2
:/ / e~ dtdu =
—00 J =

subst. polara koordinater ¢ = rcosa, u = rsinq, dtdu = rdrda som integrerar Gver
hela (¢,u)-planet om vi bildar

27 o) 5 2
/ / e " Prdrda = / 1da = 2.
o Jo 0

Alltsa ar I = +/2m och [ f(z)dz = 1.

6.3 Hastighetsfordelning i en gas

Tank dig att vi drar en molekyl pa mafa i luften i var narhet. Lat oss ocksa spe-
cialisera sa att alla molekyler har samma vikt, eller betinga pa att vi t.ex. drar en
Oy-molekyl. Hur fort ror sig denna molekyl? Vi soker sannolikhetsfordelningen
for hastighetsvektorn.

Forutsattning 1: Molekylens hastighetsfordelning ar densamma i alla rikt-
ningar, d.v.s. om vi projicerar dess hastighetsvektor pa en riktning sa ar san-
nolikhetsfordelningen for projektionen alltid likadan.

(Man kan argumentera for att tyngdkraften skapar en skillnad i hgjdled vilket
masta kompenseras av att trycket avtar med hojden, men detta ar en mycket
svag effekt jamfort med molekylhastigheterna och férsumbar vid de tryckgradien-
ter som géller.)

Forutsattning 2: Hasighetsvektorns projektion pa ortogonala riktningar ger
oberoende resultat.

(Detta ar ett mer tekniskt villkor, men hastigheten &r resultatet av stindiga
krockar med andra partiklar och det ar inte alls orimligt att detta ger oberoende
resultat i ortogonala riktningar (av symmetriskil maste kollisionerna ge okorrel-
erade hastighetsbidrag i ortogonala riktningar). Ett principiellt motargument ar
att ljushastigheten ger en begrinsning, sa om en hastighetskomponent ar mycket
stor kan inte de andra ocksa vara mycket stora. Vid normala temperaturer ar
sadana hastigheter sa orimligt osannolika att begrinsningen saknar betydelse.)
Déaremot ar det viktigt att vi begransar oss till partiklar med samma massa efter-
som tunga partiklar ror sig langsammare (i genomsnitt) &n litta i en blandgas,
och det kan skapa ett beroende.

Lat V,,V,,V, vara de stokastiska hastigheterna i de ortogonala (z,y, z)-rikt-
ningarna. Infor frekvensfunktionen

f(Um vy: Uz)7

som bor vara kontinuerlig och troligen ocksa deriverbar. Villkoret 1 att alla
riktningar ar likvdrdiga ger att enbart hastighetsvektorns lingd (eller lingden
i kvadrat) kan paverka funktionen f
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(g, vy, v,) = g(v2 + vj +v?). (59)
Séatt A = g(0) och infor A(-) =In(g(-)/g(0)) sa far vi

f(vg, vy, v,) = Aehetvited) (60)
dér h(0) = 0.
Oberoendet (forutsittning 2) ger sedan att

f(vwa Uy: Uz) - fl (Uw)fl(vy)fl(vz) = B3eh1(v%)eh1(vg)eh1(v§)’ (61)
dér hy(0) = 0 om vi véljer B = f;(0).
Sambandet (??)=(??) ger da att

f(vg, vy, 0,) = AehWitvp+v) _ B3 oha(v)+hi(vy)+ha(vZ) (62)

Genom insdttning av speciella varden far vi foljande samband

Uzzvyzvz:()gerAzB3,

eftersom h(0) = hy(0) = 0;

Vy =V, = 0 ger Aeh(”%) — B3eh1(v%)

och A = B3 gor att h(v2) = hy(v?), d.v.s. h(-) = hi(-); Dérefter ser vi att
v, = 0 ger h(v] +v)) = h(v]) + h(v]). (63)
Hur ser da funktionen A ut? Vi har om vi ersiitter v2 med a, UZ med b att

h(a +b) = h(a) + h
Om h &r deriverbar blir h(a + da) = h(a) + h(da

(0)-
).

h(a +da) — h(a)  h(da)

da da

och hogerderivatan (da — 07) ger da h'(a) = h'(0) = konstant. Alltsa blir
h(a) = aa + B och h(0) = 0 ger § = 0. Det ger att h(a) = aa, a > 0 blir den
enda deriverbara losningen. Aven om vi néjer oss med kontinuitet hos funktionen
h s &r detta den enda 16sningen.’

Aterga till (??) med h(a) = aa si blir
9Utnyttja att h(a + b) = h(a) + h(b) ger h(£ = kh(L) och h() = Lh(1), s& h(L) = ER(1).

n n
Det ger linjariteten for alla rationella tal och kontinuiteten ger resten
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f(vwa vy, Uz) — Aea(v%—kvi—}—vz)’

och a < 0 krévs for éndlig integral (dndlig sannolikhet). Skriv o = —# och
normera med A sa blir
v%+v2+v§
f(vg, vy, v,) = Ae"2 , (64)

med A = ()",

2mo2

Detta dr en 3-dimensionell normalférdelning med oberoende N(0,c)-fordelade
komponenter. Maxwell-Bolzmanns hastighetsférdelning for en ideal gas.

Samma hastighetsfordelning ar ocksa anvandbar som modell for de fria elek-
tronernas rorelse i ett elektriskt motstand eller en ledare.

6.3.1 Fordelningsgodis

Vi har bara en parameter (standardavvikelsen o) i fordelningen. Nu finns det ett
satt att fa mera fart pa partiklarna i gasen (hur da?) och det enda som kan &ndra
sig i hastighetsfordelningen dr parametern o, som darfor maste bli en funktion
av (vad da?). Dessutom blir standardavvikelsen en funktion av massan om olika
gaskomponenter jamfors.

Givet massan och hastighetsfordelningen plus partikelmangden per volym-
senhet si kan man rikna ut trycket p.g.a. att partiklarna studsar!’ mot en
begriansande vigg. Det ar da halva normalférdelningen (vinkelrdtt mot viggen)
som blir ratt riktad och traffar ytan och dessutom far man ta hansyn till att
snabba partiklar ror sig lingre striackor. Vid en blandgas erhalls ett partialtryck
fran varje partikeltyp. I kvicksilverbarometern bildar kvicksilvret en sadan vagg
och pa andra sidan véggen &r trycket 0 (vakuum). Partikelbombardemanget ar
precis sa kraftigt att det star emot ca 760 mm kvicksilver och samma bombarde-
mang traffar givetvis alla ytor i omgivningen.

Partikelmassan multiplicerad med (v} + v} + v2)/2 blir rérelseenergi och det
ar den som fangar upp tillférd energi i form av varme nar gasen &ar innesluten
i en konstant volym. Man kan ratt latt rakna ut en sannolikhetsfordelning for
partikelns rorelseenergi med hjilp av normalférdelningen och far da en konstant
ganger en s.k. Chi2-férdelning med 3 frihetsgrader.

En annan intressant berékning ar fordelningen for hastighetens belopp (farten
= langden av vektorn (v, vy, v,)). Typiska virden pa farten hos luftmolekyler vid
rumstemperatur ligger runt ljudhastigheten 100-500 m /s och kanske &r det, darfor

10Gtudsen &r bara en bild eftersom partiklar kan tinkas tringa in i viggen eller tillfalligt fastna
pa ytan. Vid jamvikt avges lika mycket partiklar som det upptas och med samma rérelsemoment
och darfér fungerar bilden.
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ljudet har den fart det har (7).

Fragestallningar av denna typ visar att man behéver kunna ga fran en fordelning
till nya fordelningar for olika funktioner av variabeln. Exempel pa enkla sadana
rakningar tas upp tas upp pa annat hall. Har ger vi bara en motivering for att de
ar intressanta.

6.3.2 Intensitet och Weibull

Se “Statistisk slutledning” avsnitt 1.3 och kap. 9.

6.4 Transform av fordelningen — den momentgenererande
funktionen

Det finns flera olika sétt att transformera en funktion f(z) till en annan funk-
tion m(t) sa att den nya funktionen har bekvdma egenskaper i berdkningar dar
den ursprungliga funktionen ger krangliga uttryck. Klassiska exempel ar trans-
formeringar av tidsfunktioner till frekvensfunktioner (sinus och kosinusuttryck
eller motsvarande komplexa funktioner) dir de senare ar enkla att hantera i linjara
uttryck som forekommer bl.a. i elektroniska kretsar och filter. Den moment-
genererande funktionen som vi tar upp har ger enkla bevis av vissa fordelnings-
resultat och kan framfor allt anvandas for att bevisa centrala gransvardessatsen
for en stor klass av fordelningar. En komplex variant av liknande typ (den
karaktaristiska funktionen) fungerar pa ytterligare nagra férdelningar men kraver
komplex matematik vilket vi inte forutsatter héar.

Definition 6.7 Fir en variabel X med frekvensfunktionen f(x) definieras den
momentgenererande funktionen som

[e* f(x)dz kontinuerliga fallet

m(t) = E[e™] = {Zemf(xi) diskreta fallet (65)

om véintevdrdet ezisterar (aindligt) for alla t i en dppen omgivning av t = 0.

Funktionen m(t) ir en transform av frekvensfunktionen. Man kan visa att trans-
formen ar unik i betydelsen att olika sannolikhetsfordelningar ger olika transformer
och varje transform kan transformeras tillbaka till en unik férdelningsfunktion.
Det betyder att man kan kidnna igen sannolikhetsfordelningar med hjilp av deras
transformer. !

Nagra exempel: En binomialférdelad variabel (Bi(n,p) med ¢ = 1 — p) har

m(t) = e (Z)pkq”"“ =3 (Z) (pe')*q" ™ = (pe' +q)".

UVintevirdet E[X"] kallas nte momentet for X medan E[(X — u)"] kallas nte centralmo-
mentet. Om man deriverar m(t) si far man m'(t) = LE[eX!] = E[4eX!] = E[Xe*!] och
m'(0) = E[X]. Pa samma sétt ger hogre derivator hégre moment. Den fricka omkastningen av
E och derivata kan visas om t.ex. f(z) < AeF?| for nagot A, B > 0.
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En Poissonfordelad variabel med parameter A har

00 )\k 13\ k
m(t) = Zektﬁe_’\ = (ek') e = e,
5 !

En exponentialférdelad variabel med intensiteten ¢ (och véntevirde 1/c¢) har
m(t) = / e ee dr = c/(c — 1)
0

om t < ¢ men ar divergent om ¢ > c. Eftersom den finns i en omgivning av t =0
sa fungerar den.
En standardiserat normalférdelad (V(0,1)) variabel har

/ e~ 5 (2’ —2tz+1>—1?) J % e 3(@1)’ d %
- rT=e€e? [ —F——ar =e¢
/271' \/% ’

dar vi efter komplettering av kvadraten i exponenten har brutit ut en faktor och
fatt integralen av en ny frekvensfunktion fér normalférdelningen N (¢, 1) som ger 1.

En N(u,o)-fordelad variabel har

]. (u)2

= [ ———e T ) dx =
V2ro?

m(t)

subst. y = (x — p)/o

t252

1 2

t(u+oy) —t2/2 34 _ _tut+

e —e dt =e 2
/ V2T

dar vi utnyttjat att integralen blir samma som for den standardiserade nor-
malfordelningen om to far ersatta ¢ och e#* bryts ut..

Transformbevis av satserna 7?7, 7?7 och 77.
Om Z ar N(0,1) sa far Y = y + 0Z den momentgenererande funktionen

my (t) = E[e!#79)] = e E[e'?] = e*my(ot). (66)

Vi anvinde tricket att se ot som ett argument i den momentgenererande funktio-
nen for Z som vi beraknat ovan. Det ger

my (t) — etlt+ ‘722t2 ’

vilket visar att Y € N(u,0). Pa samma sitt visar vi omvindningen att om Y ar
N(u,0) sa blir (Y — p)/o standardiserad normal, dvs N(0,1).
Om vi sedan tar V = aY + b dar Y fortfarande har sin normalfordelning sa blir

my (t) — E[et(aY—l—b)] — etbmy (tCL) — etbetaﬂ+t20202/2
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— et(au+b)+t2 a’a? /2

vilket 6verensstimmer med MGF f6r N(ap + b, |alo).
Detta visar de bada forsta satserna.

Summor av oberoende variabler ger produkter av deras momentgenererande
funktioner. Det ser man direkt fran definitionen. Lat ¥ = >°7 X,. Da ar

my (t) = Ele! 2] = E[etX1eX2 . ¥ = IE[e"i] = IImy, (t).
For normalférdelade variabler innebéar detta att om X; € N(p;,0;) sa blir
a7t? 2 2
my (t) = MeMt—5 = el 2o nitt Z%/z’
vilket stimmer med MGF f6r en N (3 p;, /> 07). Det bevisar satsen ?7?. O

Beviset utvidgas latt till en godtycklig linjarkombination av oberoende normal-
fordelade variabler, Y a; X; 4+ b eftersom varje term a;X; ar normalfordelad och
konstanten b kan adderas till nagon av dem eller behandlas som N (b, 0).

6.5 Centrala gransvardessatsen—approximativ normal

Fordelningen for medelvirdet (eller summan) av n oberoende variabler med vénte-
varde u och varians 0? < oo narmar sig normalférdelningen nar n vixer. Konver-
gensen giller oberoende av vilken fordelning (med &dndlig varians) som variablerna
har. Den exakta formuleringen for medelvardet ar

Sats 6.8 (Centrala gransvirdessatsen) For oberoende likafrdelade variabler
X; med vintevirde p och varians o? < oo gdller

P

0/f<y —>/ (67)

Bevis: Vi kommer att utnyttja att
x
(1+ ﬁ)” — €%

(14 t)" ~ €™, ¢ liten , n stor;
N(0,1) har m(t) = e"'/2.
Dessutom géller for momentgenererande funktionen av en variabel U att m(0) = 1
m'(0) = E[U], m"(0) = E[U?], etc. och om uy = 0 sa blir 02 = E[X?] = m"(0).
Detta anvander vi for att serieutveckla funktionen. Lat
X—up

AT
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Nu ér E[Y] =0, Var(Y) = 1 och samma géller f6r de enskilda termerna (X —pu)/o
i summan. Definitionen av momentgenererande funktion ger att

Xi

— )

o

1
my (1) = Blexp(t 73

och eftersom termerna i summan ar oberoende ger detta en produkt av vanteviarden

mﬁozemﬁﬁﬁy.

Termerna i parentesen &r nu momentgenererande funktioner tagna i punkten ¢/y/n
enligt

Har kan X tolkas som vilken som helst av Xj.
En funktion m(t) som &r tillrickligt deriverbar i en omgivning av ¢ = 0 kan ju
serieutvecklas i omgivningen sa att
¢ ¢
m(t) = m(0) + tm'(0) + Em"(()) + gm'"(ﬁ)
dér 6 € (0,t). Det ger om vi ersétter ¢t med ¢/y/n och utnyttjar kopplingen mellan
derivatorna och vantevirde, varians att
Mo (o) = 140+ 2 x 14 1 _mm(g)
x—pul—=) = I -
= /n 2n 6ny/n
dédr 6 € (0,t/4/n). Under den extra forutsittningen att tredjederivatan uppfyller
Im”(.)] < A < oo i en omgivning av ¢ = 0 kan vi nu fa resultatet

t? t*
my(t) = (1 +—+

2n  6ny/n

3 m 2
2

n 2
2, B
m"'(0)> ~e? AT e,

n — oo.

Det innebar att momentgenererande funktionen for ¥ — momentgenererande
funktionen fér N(0,1). En konvergenssats for MGF (som vi inte visat) ger
att fordelningsfunktionen for Y ocksa konvergerar till fordelningsfunktionen for
N(0,1). Beviset géller for fordelningar med MGF-funktioner som &ar deriverbara.
En komplex transform generaliserar resultatet till alla fordelningar med andlig
varians och det finns en hel litteratur om ytterligare generaliseringar under my-
cket skiftande forutsattningar. Se t.ex. Feller II for en avancerad beskrivning av
flera varianter. O

Centrala gransvardessatsen ger mycket skarpare uppskattningar an vad Cheby-
shevs olikhet (?7?) ger i stora talens lag &ven om de samtidigt &r mer approxima-
tiva. Som exempel siger Chebyshevs olikhet att P(|X — p| > 30/y/n) < 1/9
medan den asymptotiska normalférdelningen ger sannolikheten 0.0026 (se tabell).
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6.6 Approximation av fordelningar

Med stod av centrala grinsvirdessatsen kan manga fordelningar approximeras
med normalfordelningar. Centrala gransvardessatsen sidger ingenting om hur
snabbt approximationen giller men med simulering och pa andra satt kan man
avgora nar approximationen blir tillrackligt god for praktiskt bruk. Typiskt ar
att den exakta fordelningens vantevarde och standardavvikelse blir parametrar i
den approximerande normalfordelningen.

6.6.1 Binomial — Normal

En Bi(n, p)-fordelad variabel X kan uppfattas som en summa X = X;+...+X, av
oberoende X; = 1 med sannolikheten p, 0 med sannolikheten 1 —p. Darmed galler
asymptotiskt centrala gransvardessatsen och for stora n fungerar approximationen

Bi(n,p) =~ N(np,\/np(1 — p). (68)

Approximationen &r rimligt god om np(l — p) > 10, atminstone om man inte
studerar fordelningen langt ut i svansarna eller har p mycket néra 0 eller 1.

6.6.2 Poisson — Normal

En Po()\)-fordelad variabel X kan ses som en summa X = X; + X5 + ... X},
X, oberoende Po(A/n). Vi kan inse detta genom att hacka en poissonprocess
i lagom langa bitar. Fordelningen ar odndligt delbar eftersom detta géiller for
godtyckligt n. Centrala gransviardessatsen fungerar om man tolkar den ratt. Om
delarnas parameter halls fix och man 6kar antalet delar, vilket kriver att A okar,
sa konvergerar fordelningen mot normal. Eftersom E[X] = A och ox = VA s

galler for stora A\ att
Po(\) ~ N(\, V) (69)

Approximationen ar hygglig om A > 16.

6.6.3 Gamma — Normal

Ocksa for gammafordelningen finns det en summatolkning. Om
f(z) =2 'e /T (a), z > 0,

och parametern « blir stor sa uppstar denna fordelning nar man summerar «
oberoende exponentialfordelade variabler med intensiteten c. Detta galler for
heltal o men fordelningen varierar mjukt med « sa approximationen fungerar for
alla stora «. Tiden till den nte hindelsen i en poissonprocess har denna fordelning
med o = n. o > 10 racker for en hygglig approximation.

Vinsten med normalapproximation Bi-, Po- och Gamma-fordelningarna m.fl.

ar ju enkla i sig sjalva sa vari bestar vitsen med att normalapproximera? Jo
fordelen kommer nir man riaknar med variablerna eftersom normalfordelningen
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bevaras i alla linjara uttryck medan de andra fordelningarna forstors utom i
nagra specialfall. For normalapproximationen géller istallet att den forbattras
ju fler (daligt normalapproximerade) variabler man adderar eller subtraherar i
sitt uttryck. I vissa fall kan man darfor sinka kravet pa parametrarna nar man
normalapproximerar enskilda termer i ett storre uttryck.

6.6.4 Binomial — Poisson

Det finns ocksa nyttiga approximationer till andra fordelningar &n normal. Som
exempel tar vi approximationen fran den diskreta binomialfordelningen till den
diskreta poissonfordelningen. Eftersom poissonfordelningen bara har en parame-
ter och enklare uttryck for sannolikheterna sa blir detta ibland praktiskt. Approx-
imationen okar ocksa var forstaelse av nar poissonfordelning ar en bra modell.
Om p — 0 och np — A sa géller att Bi(n,p) — Po()). Pa vigen dit uppnar man
approximationen

Bi(n,p) ~ Po(np). (70)

Approximationen anvinds t.ex. ofta for antalet fel vid kvalitetskontroll nar fel-
sannolikheten p ar liten.

Bevis: Lat X vara Bi(n,p). Binomialsannolikheten kan da skrivas

n e np(n—1)p....(n—k+1)p n—
fx(k)=<k>pk(1—p) o nen -l k!( 21— pyk
k ar fixt, n — oo, np = A, p — 0.
R e D () A

(n=r)p—=> A r=0,1,...,k—1.
Tillsammans ger det konvergens mot sannolikheten ’,\c—’;e”\.

For p < 0.1 blir approximation Po(np) hygglig ndstan oavsett n. Som vanligt
skall vi inte pressa approximationen langt ut i fordelningens svans. Binomialsan-
nolikheterna ar t.ex. 0 ovanfor X = n medan poissonfordelningen fortsitter att
ge sannolikheter for alla positiva k.
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7 Fordelningen for funktioner av variabler

Vi har tidigare behandlat linjdre funktioner av variabler och sett hur vantevérde
och varians kan hanteras. I specialfallet med normalférdelade variabler har vi
dessutom sett att normalférdelningen bevaras vid linjara uttryck. Nu ser vi mer
generellt pa funktioner av en eller flera variabler och deras sannolikhetsférdelningar.

7.1 Funktioner av en enda variabel

Sa fort man borjar rikna med stokastiska variabler sa skapar man uttryck dar
dessa ingar. Varje sadant uttryck far en sannolikhetsfordelning och atminstone
for viktiga slutresultat och andra intressanta konstruktioner vill vi komma at
egenskaper i fordelningen. Vi skall har ge litet ideer om hur dessa fordelningar
berdknas exakt. (Det finns ocksa approximationsmetoder som kan utnyttjas och
ibland n&jer man sig med véntevirde och varians). En annan sorts tillimpning
har man vid simulering dar man skapar funktioner av datorernas slumptal sa att
man far en onskad sannolikhetsférdelning och hur detta gar till antyds i exempel
langre fram.

Vi har en variabel X med en kénd fordelningsfunktion Fx () och frekvensfunk-
tion fx(z). Vi behéver nu sannolikhetsférdelningen for ett uttryck i (en funktion
g(.) av) variabeln. Lat Y vara detta uttryck, ¥ = g¢(X). Givetvis blir Y en
stokastisk variabel med en egen fordelningsfunktion och om inte g ar urartad far
Y ocksa en frekvensfunktion. For enkelhets skull begransar vi oss till kontinuerliga
variabler. Ofta ar det enklast att angripa fordelningsfunktionen Fy(y) och sedan
derivera denna for att fa frekvensfunktionen fy (y). Definitionen av Fy ger

Fy(y) = P(Y <y) = P(9(X) < y) = P(X € g ((—00,y])), (71)
dar g *((—o0,y]) r mangden av X-virden som ger resultat g(X) i det aktuella
intervallet. For att losa denna maste g vara sa snall att omradet g !((—oo,y])
blir hanterligt sa att vi kan bestamma sannolikheten for X i det omradet. Det
hela blir enklare med nagra exempel.

Exempel 7.1 Linjar avbildning X ar kontinuerlig med kénd fordelningsfunktion
Fx(z) och frekvensfunktion fx(z). Lat a > 0 och b vara konstanter och ¥V =
aX + b. Da blir

Fely) = PY <9)= PX +b<y) = PX <0 = (U0 (m)
Derivering ger da
d d —-b —-b.1
) = g Frl) = g Fx () = x(F ) (73)

Som konkret tillimpning kan du nu lata X vara N(u, o). Frekvensfunktionen for
X har vi behandlat tidigare. Anvand resultatet i exemplet pa den linjara avbild-
ningen Y = (X — p)/o och verifiera att den far N(0,1)-férdelningens frekvens-
funktion.
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Exempel 7.2 Kvadratisk funktion. Lat Y = X2. Férdelningsfunktionen blir

Fy(y) = P(X* <y) = /omy >0/ =P(=y < X < y) = Fx(Vy)—Fx (=)
(74)
Frekvensfunktionen deriveras fram liksom tidigare.

fr(y) = fx(\/?)% + m-@%,y > 0.

Specialfall: Om X ar N(0,1) s& ar fx(x) = %6_”2/2. Y = X2 ger

2w

1 1 1 1
fr(y) =2 e v/ —e V2 y > 0.

Vor 2y Vemi

(Detta dr en Chl2férdelning med en frihetsgrad, en férdelningstyp som vi bekan-
tar oss med senare, den &r i sin tur ett specialfall av gammaf6rdelningar.)

Exempel 7.3 Logaritmerat slumptal: Slumptal i datorer ir Re(0, 1)-férdelade,
dvs likformigt &ver intervallet (0,1) (atminstone i originalutférande). Det innebér
att Fy(z) =2,0 <z <1, och fx(z) =1,0 <z < 1. (Utanfor intervallet (0,1) &r
F =0 till vanster och 1 till hoger, medan f = 0 pa bada sidor.)

Lat Y = —aln X, dir X € Re(0,1) och a > 0. Sambandet &r monotont (avta-
gande). Omradet for YV ges av att Y - ocoom X - 0ochY =0om X =1 sa
0<Y <oo. Lat y > 0.

Fy(y)=P(—alnX <y) = P(InX > —y/a) = P(X > e¥/%) =1 — Fx(e7¥/).

Men e ¥/ ligger i (0,1)-intervallet diir Fix(x) = z och det ger Fy(y) =1 — e~ ¥/2.

Derivering ger sa
1
— eVl
fr(y) ae

Detta ar exponentialférdelningen.

En principiell skillnad pa exemplen ovan ar att i det forsta linjara fallet har
vi en 1:1-avbildning (bijektiv avbildning) mellan X och Y. I det kvadratiska ex-
emplet har vi daremot en situation dar samma positiva Y kan fas fran tva olika
X och darfor saknar vi en entydig invers. Eftersom sambandet &r sa enkelt och
det alltid (utom vid Y = 0) finns exakt 2 X-virden svarande mot Y sa kunde vi
enkelt summera ) bidragen till fy(y) fran de bada X-vérdena. I det tredje fallet
har vi pa nytt 1:1-avbildning men pa begransade omraden av talaxeln och det blir
da viktigt att studera vilka omraden som géller.

For 1:1-avbildningar i form av monotona deriverbara funktioner Y = g(X) av
kontinuerliga variabler finns det genvigar om man vill hirleda samband mellan
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frekvensfunktionerna. I princip géiller for sammanhérande virden = och y (y =
g(x)) det enkla sambandet

fx(z)dz = fy(y)dy

men for att ticka bade monotont avtagande och monotont vixande funktioner
maste differentialerna tolkas positiva dvs.

dx dy

Ix@) |5 = Few), xl@) = ) |3

galler. Vi bevisar det ratt latt pa foljande satt. Funktionen g var monoton och
deriverbar och X kontinuerlig.

_ _JP(X <g¢g7'y)) = Fx(¢7'(v)), vixande
Fy(y) = P(g(X) <y) = {P(X > g—l(z)) =1- %’X(é/_l(y)), z avtagande.

(75)

Fo6r sammanhoérande véirden x och y i fekvensfunktionen géller nu y = g(x) (efter-
som variablerna ir kopplade som Y = ¢(X)). Da ar ¢7'(y) = z och vi kan
skriva

Fx(x), véixande o
Bely) = {1—FX( ), avtagande’’ — ).
Derivering pa y ger da
Ifx(z )ﬁ vixande dzx
) ={ 2 b vevngande = 10|

for om g &r viixande (avtagande) sa ar ocksa ¢! viixande (avtagande). Derivatan
3—; blir positiv for vixande g och negativ for avtagande g och i bada fallen giller

d_.’E _.’E _ iy o . . o
| o =1 /5% sd relationen géller at

bada hallen. Observera tolkningen av fx(z)dz respektive fy(y)dy som sanno-
likheter for sma omraden vid x respektive y. Valjer man sammanhorande x,y
och dz, dy sa ar det naturligt att man far lika mycket sannolikhet for varden som
avbildas pa varandra.

Dessutom dr i sammanhérande punkter

Exempel 7.4 X dr N(p,0). Vilken frekvensfunktion har X3?
Losning: Funktionen g, Y = ¢g(X) = X3, ir monoton (och vixande) 6ver hela
talaxeln. Sammanhorande argument ges av y = 2. Fran (?7?) far vi

dx 1 1
fr(y) = fx(@ )— = fx(2) g = fx(@) 55
dz
med z = g~ (y) = y*/3, dvs

1 1 1@3-w? 1
— 1/3 _ T _
fY(y)_fX(y )3y2/3 - 27?'0'26 2 ? 3y2/3a OO<y<OO

Denna frekvensfunktion far en oandlighetspunkt i ¥ = 0 och ett lokalt maximum
eller en forhojning nara y = p och trots sin singularitet ar den integrerbar med
integralen 1.
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Exempel 7.5 Fordelningsfunktionen som transformfunktion
Begreppsmassigt svart brukar det vara om fordelningsfunktionen anvands i flera
roller. Lat X ha fordelningsfunktionen Fx(z). Bilda nu Y = ¢(X) dir g(.) =
Fx(.), dvs fordelningsfunktionen anvinds ocksa som avbildningsfunktion. (Det
skulle vi kanske undvikit om inte resultatet varit sa intressant.) Vi soker nu Fy(.)
och fy(.). Pa nytt forutsitts X vara kontinuerlig och g (dvs F) deriverbar och
monoton. Sjilvklart &r F' vixande. Omradet for YV ar begransat till 0 < Y < 1.
Lat y € (0,1). Enligt (??) far vi

dy

fY(y)% = fX(ﬂU);

for ssmmanhorande punkter dir y = Fx(z). Eftersom

W_ 4 p() = fx(@)

dv ~ dz” ~
har vi da fy(y)fx(z) = fx(z) vilket ger som enda 16sning att fy(y) = 1 for
alla y som hér samman med = dir fx(xz) > 0. Det visar att vi har en rektan-
guldrfordelning Gver intervallet 0 < y < 1 (och det &r en oviktig petitess om
andpunkterna pa intervallet skall riknas in eller ej eftersom dessa dnda far san-
nolikheten 0). Motsvarande férdelningsfunktion blir Fy(y) =y, 0 < y < 1, med
de sedvanliga kompletteringarna for y < 0 och y > 1.

Man kan ocksa hiarleda resultatet via fordelningsfunktionen pa foljande satt.
Fy(y) = P(Fx(X) < y). Har ar det enklast att inféra sammanhérande virden
y = Fx(x), (x = Fx'(y)) och pa nytt observera begriinsningen av y-virdena till
(0,1).

P(Fx(X) <y)=P(Fx(X) < Fx(z)) = obs = P(X <z)=Fx(z) =y.
Resultatet ger att Fy(y) =y, 0 <y < 1, vilket &r samma som ovan.

Genom att anvinda fordelningsfunktionen som transform kom vi just fram till
ett man fran varje fordelning som uppfyller villkoren pa kontinuitet (F' deriverbar)
kan transformera till likformig (rektanguldr) férdelning 6ver (0,1). Nu &r dator-
ernas slumptal redan likformigt fordelade 6ver detta intervall och den intressanta
fragan ar darfor hur man kan vinda pa transformen och skapa en annan godty-
cklig fordelning.

Vi hade Y = Fx(X), dir Y blev Re(0,1). Eftersom det &r samma rektan-
gelfordelning som datorernas slumptal har sa kan vi ersitta Y med ett slumptal
utan att dndra nagra fordelningsegenskaper. Om Fx ar striangt monoton kan
vi ta den inversa funktionen och skriva X = F5'(Y) och forvinta oss att X
da har foérdelningen Fx(x). Detta fungerar utméirkt och kan sedan komplet-
teras med metoder att hantera diskreta fordelningar dar fordelningsfunktionen
har sprang och fordelningsfunktioner som inte ar strangt monotona, men i princip
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klarar inversa fordelningsfunktionen att transformera likformiga slumptal till alla
fordelningar som har aptitliga fordelningsfunktioner.

Vi kan kombinera ihop véra resultat och se att konstruktionen F,'(Fx (X))
transformerar en stokastisk variabel X med fordelningsfunktionen Fx till en ny
variabel med fordelningsfunktionen Fy forutsatt att villkoren pa deriverbarhet
och string monotonitet &r uppfyllda (eller kompletterade pa lampligt sétt). Till
exempel kan normalfordelade variabler transformeras till godtyckliga andra kon-
tinuerliga fordelningar och omvant kan diverse kontinuerliga fordelningar trans-
formeras till normalfordelade variabler.

7.2 Fordelningen for uttryck i mer an en variabel

Metod 1: Den mest direkta och raaste metoden att hirleda fordelningen (F eller
f) for en funktion Y = g(Xy,...,X,,) av flera variabler r att bilda

FY(y) :P(g(XlaaXn) S Z/) = A"'/le,...,Xn(xla'"7xn)dx1---dxn7

dar A = g7((—o0,y) ar det omrade for X-variablerna som gor Y < y. Resultatet
kan sedan deriveras till fy. Ibland kan det bli enklare rakningar om man deriverar
Fy(y) och dess integral innan man integrerar och far fy(y). Se summaexemplet
nedan.

Exempel 7.6 Lat Y = X; + X,. Fordelningsfunktionen blir da
oo Y—T1
B =P+ X <) = [7 ([ 7 i, m)drade

Hir arbetar vi som om (X7, X5) kan ta alla virden i planet R?, men om detta
inte giller sa ar f = 0 1 omojliga punkter och det ar forst nér vi sitter in speciella
funktionsuttryck som vi maste begriansa integrationsomradet. Innan vi integrerar
sa kan vi istéllet derivera pa y och soka frekvensfunktionen. Derivering pa en ovre
integrationsgrins ger (vid enkelintegraler) integranden i den 6vre grénsen. Om vi
helt frackt deriverar uttrycket ovan genom att flytta in derivatan till det andra
integrationstecknet sa far vi

o

fr(y) = / f(x1,y — z1)dy. (76)
—0o0

Resultatet ar korrekt men hérledningen tveksam. Ett formellt starkare bevis far

vi om vi substituerar variabler i dubbelintegralen och satter u; = x1, uy = 1+ x5

(x1 = uy, Ty = uy — uy). Differentialerna dzodz; byts mot

Ha(ﬂh, ) duqdus.

8(”1, Ug)
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3(’u1,uz) _]_ ]_
formeras nu till

N 1 . :
Hir blir 2@ — ( 0) som far determinanten 1. Integralen ovan trans-

Fy(y) = /y (/O:O J(ur, ug — uy) Lduydus,

—0oQ
och eftersom grénsen y nu ligger i den forsta integralen sa kan vi direkt derivera pa
den och fa integranden (dvs nésta integraluttryck) med Gvre integrationsgrinsen
y insatt istallet for us. Om vi gar tillbaka till beteckningen z; istéllet for u; sa
har vi samma resultat.

Resultatet av berdkningen &r ratt logiskt och latt att minnas. For att fa
frekvensfunktionen i punkten y for summan integreras den tvadimensionella fre-
kvensfunktionen ¢ver de kombinationer av argumenten x1, s (dvs x1,y — 1) som
ger just summan y. (Det enkla resonemanget kan inte generaliseras till andra
funktioner &n summan).

Exempel 7.7 (Kvot) Lat X;, X, vara oberoende och exponentialférdelade med
samma parameter. BildaY = X;/X5. Vilken fordelning far kvoten? For enkelhets
skull har vi valt variabler som bara kan bli positiva. Det gor att vi slipper indela
efter tecken. Lat y > 0.

o

Fy(y) = P(X1/X, <y) = / (/ ae” *“tae "2 dry)dr,.

0 z1/y

Om vi valjer att losa integralen sa tar vi forst det inre integraltecknet och far

Fy(y) :/ ae ¢ [e*a”]oo dz, :/ e y > 0.
0 z1/y 0

1
1+1/y’
Resultatet visar sig bli en fordelning som har oandligt vantevarde och som darfor
ocksa saknar varians men fordelningsfunktionen och frekvensfunktionen existerar
utan problem liksom medianen och andra percentiler i fordelningen. Man kan som
vanligt derivera fordelningsfunktionen och fa frekvensfunktionen.

Metod 2, transformer: Ibland har man nytta av transformer, t.ex. den mo-
mentgenererande funktionen dar man bildar

my(t) = E[ety] — E[etg(Xl,...,Xn)]

som berdknas antingen genom integrering eller genom att ta vara pa kianda egen-
skaper for X;. Metoden fungerar framfor allt pa linjara uttryck. Om my (1)
kanns igen som momentgenererande funktion for nagon fordelning sa har Y denna
fordelning. Annars maste en ofta komplicerad inverstransformering genomforas
och det ar inte sikert att man da vinner arbete jamfort med en direkt berakning
av fordelningen.
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Exempel 7.8 En Poissonfordelad variabel X har momentgenererande funktionen
k . ey . .

m(t) = E[etX] = T e dre ™ = e’ vilket foljer av e-funktionens serieutveck-

ling om man utnyttjar att e* = (e?)*.

Om X;, i = 1,...,n ar oberoende och Poissonférdelade med parametrar \;,
sa blir momentgenererande funktionen for Y =Y X,
mY(t) — E(etY) — E[eEtXi] — HE[etXl] — He)\iet*/\i — e(E)\i)e‘f(E)\i);
vilket vi kdnner igen som mgf for en Poissonfordelad variabel med parametern
> Ai. Y har alltsa en sadan Poissonfordelning. I det tredje likhetstecknet anvander
vi att funktioner av oberoende variabler blir oberoende och att vantevardet av
deras produkt blir produkten av vantevardena. Forsok garna bevisa att en ren
oviktad summa ar den enda linjarkombinationen av oberoende Poissonfordelade
variabler som ger Poissonfordelat resultat.

Metod 3, vid 1:1-avbildning: Om variabeln Y &r en vektor med samma
dimension som vektorn X = (Xi,...,X,) (eller om man kompletterar variabeln
Y med ytterligare variabler sa att detta giller) och om man dessutom har de-
riverbara 1:1-samband mellan vektorerna X och Y sa giller en generalisering av
frekvensfunktionssambandet (?7)

fY(yla---ayn):fX(xla---,xn) ’ (77)

‘a(xl,...,xn)
a(yla cee ,yn)

dar vi som vanligt later sambandet mellan variabelvektorerna X och Y ocksa
definiera sambandet mellan argumenten nar vi deriverar i determinanten. Se
Statistisk slutledning dar detta visas och anvinds pa normalfordelade vektorer.
Om man bara vill ha fordelningen fér en komponent i Y-vektorn sa far man
antingen ha sadan tur att den framgar direkt av vektorns fordelning (intraffar
vid normalférdelning) eller ocksa far man reducera bort dvriga variabler genom
integration. Ett mojligt val av kompletterande Y-variabler ar att helt enkelt ta
ett lagom antal av X-variablerna.

SLUT. Dags for statistisk slutledning.
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Problem, egna och andras, i sannolikhetsldra. Tagna fran tentor, LiTH:s prob-
lemsamling mm.

R1: Utfall, sannolikhet, kombinatorik.

1.1 Lat utfallsrummet vara Q@ = {1,2,3,...,12} och A = {2,4,6,8}, B =
{3,4,5,10,11}. Ange héndelserna AU B, ANB, AUB, ANB.

1.2 Visaatt ANB=AUBoch AUB=ANB.

1.3 Familj I har 2 barn som antas bli pojke eller flicka med samma sannolikhet
och oberoende av varandra. Gor ett utfallsrum for konen pa dessa barn sa att alla
utfall far samma sannolikhet. Hur stor andel av utfallen ger lika manga flickor
som pojkar?

Familj IT har 4 barn. Los samma uppgift.

Familj £ har 2k barn ...

1.4 En partikel utslungas i en slumpmassig riktning vars tvadimensionella projek-
tion observeras pa en fotografisk plat. Ange utfallsrum for den slumpvisa riktnin-
gen pa den 2-dimensionella platen. Gor sedan detsamma om 2 partiklar slungas
ut.

1.5 Ett forsok utfors tills ett lycket resultat intraffar. Vi intresserar oss for antalet
forsok. Ge ett utfallsrum och gor garna en figur som ett trad over de inledande
utfallen.

1.6 Man rdknar impulser under en minut vardera fran tva radioaktiva preparat
och bildar kvoten av de raknade vardena. Ge ett utfallsrum for kvoten.

1.7 For en botanist ar foljande problem aktuellt nar man studerar artrikedom
(biodiversitet): a) Kasta ut en forsdksyta pa mafa pa en dng ovh rikna antalet
arter som finns innanfér. Ange utfallsrummet for detta forsék. b) Forsoket i a)
upprepas 16 ganger. Ge utfallsrum for det kombinerade forsoket.

1.8 Skjut tre skott mot en tavla och observera tréiffbilden. Ge ett méjligt utfall-
srum.

1.9 Mellan busshallplatsen och hemmet finns det 20 gatlyktor. Efter en tid har 3
av dessa gatt sonder.

a) Vad ar sannolikheten att alla tre sitter intill varandra?

b) (Svarare). Vad &r sannolikheten att de sitter en och en med minst en
fungerande lampa emellan. (Utga exempelvis fran héndelser av typen “trasig
lampa 1 och 2 &r grannar”.)

1.10 Precis samma sorts matning gors 8 ganger. Alla resultaten blir olika trots
att forutsidttningarna dr desamma varje gang. Lat A = den sista observationen
blir storst, B = den nést sista blir nést storst. Vad blir sannolikheterna P(A),
P(B), P(ANB), P(AU B)?

1.11 Samma 8 maéatningar igen. Vad ar sannolikheten att den forsta blir minst
och den sista blir storst?

1.12 Pa hur manga sitt kan en kortlek (52 kort) delas ut till 4 spelare om alla
far 13 kort och man inte beaktar ordningsféljden pa de utdelade korten (déremot
beaktas vem som fick vilka kort).
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1.13 Ténk dig en o#ndlig serie av térningkastresultat. Hur miktigt (dndligt,
numrerbart, kontinuerligt som R™) blir utfallsrummet?

1.14 Man ror runt en sj6 och tar sammanlagt 12 vattenprover vars fosforhalt
analyseras. Det visar sig att de fyra hogsta viardena kom fran prover tagna intill
varandra, vilket kanske skulle kunna tyda pa utslapp av fosfor i narheten. Vad ar
sannolikheten att fa ett sadant resultat av en slump?

1.15 Genetikproblem. Varje individ har tva anlag (ett fran pappa och ett fran
mamma) pa varje plats i sin genkedja eller mera exakt, inom varje kromosompar.
Ett visst utseende eller symptom tanker vi oss kan kopplas till tva genplatser.
Anvind symbolerna A och a for genetiska varianter pa plats 1 och symbolerna B
och b for genetiska varianter pa plats 2 och pa varje plats skall individen ha tva
anlag som kan vara lika eller olika.

a) Dra en individ pa mafa och ange de méjliga utfallen av gensymboler som kan
forekomma pa dessa bada platser. Detta blir ett utfallsrum.

Anlaget B dr dominant men inte A och for det speciella symptomet kriavs dubbel
A och minst ett B. b) En mamma har symptomet. Markera vilka utfall hon kan
tillhora. ¢) Pappan till samma barn har inte symptomet. Markera vilka utfall han
kan tillhora.

d) Gor ett kombinerat utfallsrum fér mammans och pappans méjliga genkombi-
nationer utan begransning till om de visar symptomet eller ej. Har bor du ha sa fa
utfall som majligt och skapa ett rutnit av punkter. Ett tdnkt barn till fordldrarna
far slumpvis ett av pappans och ett av mammans anlag pa respektive plats men
vi avstar fran att beskriva detta i utfallsrummet. Markera foljande hindelser D =
"mamman har dubbel B” |

E = "pappan har dubbel A *,

DN E och DUE, (ange i ord vad de betyder),

F = "Ett barn till dessa foraldrar kan inte fa symptomet”,

G = “Ett barn till dessa foraldrar maste fa symptomet”.

R2: Oberoende, beroende, betingning, Bayes.

2.1 Om 20% av en aldersgrupp har forhéjt blodtryck och 5% har diabetes, hur stor
andel maste da ha bada symptomen for att dessa symptom skall vara oberoende
i aldersgruppen?

2.2 Hur stora kan sannolikheten f6r A och B vara om de dr oberoende och P(AU
B) = 0.76 medan P(AN B) = 0.14.

2.3 Héndelsen A &r dubbelt sa sannolik som B. Hur forhaller sig P(A|B) och
P(B|A) till varandra?

2.4 Tre kort varav ett ar svart pa bada sidor, ett ar rott pa bada och ett ar svart
och rott stoppas i en hatt och blandas haftigt. Ett kort dras pa mafa och laggs
pa bordet. Vad ar sannolikheten att det ar rott under om det visar rod oversida?
(Gissa forst och rikna sedan).

2.5 Lat p; = 0.01,p, = 0.05,p3 = 0.007,ps = 0.002 vara felsannolikheter pa 4
olika delsystem som vart och ett kan stoppa en motor. Felen upptriader oberoende
vilket innebér att mer &n ett fel kan uppsta. Vad &ar sannolikheten for fel pa de
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olika delsystemen givet att motorn stannat och inga andra orsaker till stoppet ar
mojliga?

2.6 Varning! Detta problem ar betydligt svarare an det foregaende. Vi har
samma oberoende felsannolikheter pa delsystemen men nu har apparaten gjorts
feltolerantare sa att det blir stopp om minst tva fel har intraffat men inte om bara
ett. Vad ar sannolikheten for de olika feltyperna givet att det har blivit stopp?

2.7 Vid en bakterieodling gor man for sakerhets skull 3 odlingar som oberoende
av varandra tillvixer med sannolikheten p. a) Vad &r sannolikheten py att k av
dem tillvixer fér £ = 0,1,2,3. b) En forskare genomfér manga sadana odlingar
men kastar bort alla noteringar fran fall som inte alls tillvixer i nagon av de tre
odlingarna och efter en tid minns han inte ens hur manga ganger detta intraffade.
Kvar ar bara resultaten 1, 2, 3. Finn sannolikheterna for dessa resultat betingat
att minst en odling tillvixer. Skattningar behandlas senare men tror du att man
kan skatta virdet pa p fran data nidr man som forskaren slingt bort en grupp
resultat?

2.8 Aterga till genetikproblemet 1.15. Antag att 25% av alla gener pa genplats
11 en population &r A (resten a) och att 10% pa genplats 2 &r B (resten b). Lat
alla mammans och pappans gener oberoende av varandra ha dessa sannolikheter.
a) Finn sannolikheten att mamman har det aktuella symptomet. Finn dérefter
sannolikheten for kombinationen att mamman har symptomet och att pappan
inte har det.

b) Vad &r sannolikheten att barnet far symptomet givet (betingat) att mamman
har det men pappan inte har det.

2.9 TV-leken med 3 dorrar.

2.10 I en bultfabrik svarar maskinerna a, b, och ¢ for 25, 35 resp. 40% av pro-
duktionen. Av de tillverkade bultarna ar 5, 4 resp. 2% defekta. En bult viljs ut
pa mafa och visar sig vara defekt. Hur stora dr sannolikheterna att den kom fran
maskin a, b resp. c?

2.11 Tva tarningar kastas. Givet att de bada tarningarna visar olika resultat,
vad ar sannolikheten att nagon av dem visar 4.

2.12 Vid tillverkning av relder blir felfrekvensen 1%. For att minska denna fore
forsaljning later man alla relder ga igenom en kontroll. Vid denna kasseras fe-
laktiga relder med sannolikheten 0.9 och felfria med sannolikheten 0.02. Vilken
felfrekvens har man bland dem som gar till férsaljning? Hur stor blir felfrekvensen
i den kasserade hogen?

2.13 Klover knekt tas bort ur en kortlek (som normalt innehaller 26 svarta och
26 roda kort). Dérefter dras 13 kort som alla visar sig ha samma farg. Hur stor
ar sannolikheten att de ar roda?

2.14 En tarning kastas 10 ganger. Beridkna sannolikheten att bade 1 och 6 kommer
upp.

2.15 Fem teknologer gor oberoende av varandra en forsoksserie bestaende av
tre oberoende forsok. Varje forsok misslyckas med sannolikheten 1/4. Berdkna
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sannolikheten att ingen av de 5 teknologerna far en forscksserie med tre lyckade
forsok.

2.16 70% av alla mén som soker vard for en besvirlig sjukdom &r narkomaner.
Samtidigt visar en studie att 2% av ménen i motsvarande aldrar anvander narkotika.
Slutligen ar det 120 av 100000 som soker vard for sjukdomen. Hur stor andel av
narkomanerna behdver soka vard for sjukdomen.

2.17 I 10 identiska kuvert laggs olika stora summor och vi har ingen aning om
beloppen. Det tredje kuvertet som 6ppnas innehaller mer dn de bada foregaende.
Vad ar sannolikheten att det ar det storsta beloppet av alla tio?

(Antag att man far behalla innehallet i det sist 6ppnade kuvertet. Finns det nagon
bra strategi om man vill maximera sannolikheten att fa det hogsta beloppet?)

R3: Stok. variabler, F, f, u, o.

3.1 Vid tillverkning kan tva sorters fel uppsta oberoende av varandra och med
sannolikheterna 0.08 respektive 0.05. Bestdm fordelningsfunktionen och frekvens-
funktionen for X = antalet fel pa en tillverkad enhet.

3.2 Beridkna vintevirde, standardavvikelse och median for den stokastiska vari-
abeln X med frekvensfunktionen f(z) =2z, 0 <z < 1.

3.3 Ett register bestar av N block och genomletas i ordning fran block 1 till
block N. Antag att 4 olika uppgifter var och en ligger i ett slumpmassigt valt
block helt oberoende av varandra. Dessa soks i samma genomletning. Lat X
vara antalet block som man maste leta i innan alla uppgifterna ar funna. Bestam
frekvensfunktion och fordelningsfunktion for X. Berakna dessutom vantevardet i
specialfallet N = 5.

3.4 Bestdm k sa att f(z) = kze */? 2z > 0, blir en méjlig frekvensfunktion
for en variabel X. Berékna sedan P(X > (). (Konstanten /3 ar positiv.)

3.5 Visa att a = p minimerar E[(X — a)?].

3.6 Visa att b = medianen minimerar E[|X — b|]. Lat X vara kontinuerlig och
f(z) > 0 vid medianen s blir det enklast.

3.7 Den kontinuerliga variabeln X har frekvensfunktionen f(z) = —=—, 0 <
xz < 1. a) Bestdm P(0.5 < X < 0.75). b) Bestdm véntevirdet E[X].

3.8 Berakna variansen for ett tarningkastresultat.

3.9 Livslangden hos en radioaktiv atom ar exponentialférdelad. Atomens halver-
ingstid definieras av att atomen med sannolikheten 0.5 6verlever den tiden. Berdkna
sannolikheten att atomen overlever 5 halveringstider.

3.10 En punkt viljs p4 mafa innanfor en liksidig triangel med héjden 3. Lat X
vara avstandet fran punkten till nirmast liggande sida. Bestam fordelningsfunktionen
och frekvensfunktionen for X och berdkna p och o.

3.11 Ett tal X dras pad mafa mellan 0 och 2. Lat Y = eX och berikna viintevirde
och varians for Y.

3.12 Sju svensktillverkade och elva tysktillverkade kullager anviands pa exakt
samma sitt. Efter fyra ar ar alla utom fem nerslitna. Antag att kullagren ar
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exakt lika bra och bestdm i sa fall frekvensfunktionen samt p och o for antalet
svenska lager som fortfarande haller.

3.13 Drag en punkt slumpvis pa en cirkelskiva med radien R. Bestim fordel-
ningsfunktion och frekvensfunktion for avstandet X fran centrum till punkten.
P(X > R/2)? E[X]?

3.14 Ett skogsforetag ager ett cirkelformat skogsomrade med 50 km radie i vars
centrum en fabrik ir beldgen. Berdkna den genomsnittliga transportstrickan om
det avverkade timret ar likformigt fordelat 6ver skogsomradet och alla transporter
sker fagelvigen mellan avverkningsplatsen och fabriken.

RA4: Flera variabler, oberoende/beroende, linjara uttryck.
4.1 Variablerna X och Y har frekvensfunktionen f(z,y) = e, 0 < z < y,
(f(z,y) =0 iresten av planet).

a) Bestdm de marginella frekvensfunktionerna fér X och Y.

b) Berdkna P(X > 2|Y < 4).

c) Ar variablerna oberoende?
4.2 En punkt dras pa mafa pa (omkretsen av) en cirkel med raien R. Lat X och YV
vara punktens koordinater. Bestam véantevarde, standardavvikelse och kovarians
for X och Y.

4.3 En vigningsmetod ar sadan att mitfelet har vintevirde 0 och variansen 0.
Man vager med denna metod dels var och en av tva guldklimpar, dels bada guld-
klimparna tillsammans. Lat dessa matvarden vara Xi, X, X3.

a) Visa att for varje o dr E[(a(X; + X2) + (1 — @) X3] = 1 + po om g, po r de
bada guldklimparnas verkliga vikter.

b) Bestdm « sa att uttryckets varians blir minimal om de tre métfelen &r oberoende.

4.4 Den tvadimensionella variabeln (X, Y) ar likformigt férdelad pa enhetscirkeln,
dvs den har frekvensfunktionen f(z,y) = 1/m, 2°> + y* < 1. Berakna kovari-
ansen Cov(X,Y). Avgor dessutom om variablerna &r oberoende. (Berdkna gérna
marginalférdelningen for X dven om oberoendet kan studeras pa annat sitt.)

4.5 Hur manga tal med 5 korrekt avrundade decimaler kan man addera om det
summerade avrundningsfelet skall ha en standardavvikelse som ar hogst 0.0017

4.6 For att bestamma svavelhalten i ett parti svavelolja tar man 4 prover av
oljan. Varje prov analyseras 2 ganger varefter man tar medelvardet av alla 8
analysvardena. Svavelhalten varierar nagot mellan de olika provtagningarna och
ar oberoende normalférdelade N (u, 01 = 0.1) (dér p &r medelhalten i hela oljepar-
tiet). Felen i analyserna dr oberoende med vintevirde 0 och standardavvikelse
oo = 0.2. Bestdm standardavvikelsen for medelvirdet av de 8 analyserna. (Obs,
det finns 12 oberoende variabler i problemet!)

4.7 Ett bussbolag har 121 bussar och skall dimensionera en reparationsverkstad.
Man oOnskar fa en uppfattning om antalet reparationer som behover goras under
en manad. Av erfarenhet anser man sig veta en buss behover genomga 0, 1
eller 2 reparationer under en manad med sannolikheterna 0.3, 0.5, 0.2. Berdkna
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vantevarde och standardavvikelse for sammanlagda antalet reparationer pa de 121
bussarna under en manad.

4.8 Man kalibrerar ett instrument genom att ta medelvardet z av m; matningar
pa en kand storhet. Darefter utfor man n, méatningar i falt med det kalibrerade
instrumentet och tar medelvirdet § av dessa. Antag att alla dessa métningar ar
oberoende med varianser ¢? vid kalibreringen och o3 i falt. Om kalibreringsfelet
antas vara konstant sa blir slutresultatet att vardet i falt uppskattas till y —z + K,
dar K &r det kinda vérdet vid kalibreringen. Hur bor man fordela métresurserna
om varje kalibreringsméatning kostar c¢; kronor och varje faltmatning kostar co
kronor och man for en tillaten kostnad C' vill minimera variansen i slutresultatet.

4.9 En avdelning skall valja en styrelse med 7 ledamdter men ingen vill ta upp-
draget sa man beslutar att lotta ut posterna. Avdelningen bestar av 4 socialistiska
kvinnor, 12 socialistiska mén, 8 borgerliga kvinnor och 7 borgerliga man. Bestam
vantevardena for antalet borgerliga ledamoter, antalet kvinnliga ledamoter, an-
talet borgerliga kvinnliga ledamoter.

R5: Olika fordelningar.
5.1 En dator genererar en slumpmassig foljd av nollor och ettor. Varje tecken ar
en etta med sannolikheten p och oberoende av varandra.
a) Vilken sannolikhetsfordelning har antalet ettor bland de 100 forsta tecknen?
b) Efter varje etta kan det uppsta ett slumpmassigt antal nollor innan det blir
en ny etta. Vad ar sannolikheten att det blir £ sadana nollor.

5.2 Berdkna vantevirdet i Poissonférdelningen direkt fran definitionen.

5.3 1 vissa lander ar det viktigt for foraldrarnas forsorjning att fa en pojke. Antag
att detta paverkade beteendet sa att alla familjer skaffade sig barn tills de fick sin
forsta pojke och sedan slutade. Vilken proportion pojkar och flickor skulle detta
ge om sannolikheten for pojke var p (p = 0.514 ungefir). For en stor population
avgors proportionerna av vintevardet for antalet flickor resp pojkar i en familj.

5.4 En partikel hoppar mellan intill varandra liggande heltal pa reella axeln.
Sannolikheten for hopp at hoger ar 0.3 och for hopp at vanster 0.7 och varje hopp
ar oberoende av tidigare hopp. Vad ar sannolikheten att partikeln efter 20 hopp
befinner sig 6 steg fran utgangspunkte?

5.5 Vilken sorts sanolikhtsfordelning far man i foljande situationer for X, Y, Z,
U?

a) En satellit 16per stindigt samma risk att triffas av en meteorit. Satelliten
fardas med konstant hastighet. Lat X vara den tillryggalagda striackan till forsta
meteorittraffen.

b) Efter ett ar har satelliten fatt Y tréffar.

c¢) Efter 100 varv runt jorden har satelliten fatt traffar under Z av varven.

d) Vi far information om att under 20 av de forsta 100 varven har satelliten blivit
traffad. Man tar pa mafa ut data fran 10 av de hundra varven och far da U varv
utan nagon meteortriff.

5.6 Antalet radioaktiva partiklar som registreras under en viss tid ar en Pois-
sonfordelad variabel. Hur stor ar sannolikheten att tva eller flera registreras om
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sannolikheten fo6r 0 dr 1/3.

5.7 En stav med lingden L kapas i en punkt som viljs helt pa mafa. Bestidm
fordelningsfunktionen och vantevardet for den langsta biten.

5.8 Tva larmcentraler bevakar varsitt distrikt och larmcentral 1 har larm dubbelt
sa ofta som larmcentral 2, dvs intensiteten ar dubbel. Vad ar sannolikheten att
larmcentral 2 far larm forst av de tva?

5.9 Vid tillverkning av cylindrar blir innerdiametern N (u = 20,0 = 0.1). Tillverkade
axlar far en diameter som dr N(19.2,0.1). Berdkna sannolikheten att en axel och
en cylinder passar ihop, vilket intriffar om axelns diameter dr mellan 1/2 och 1
enhet mindre an innerdiametern.

5.10 Vid tillverkning av motstand blir resistansen normalférdelad med p = 100
och ¢ = 5. Vad ar sannolikheten att fyra seriekopplade sadana motstand skall fa
en resistans mellan 385 och 41507

5.11 Vid tillverkning av motorer har man en ratt stor slumpmaéssig variation

i utslappet av olika damnen. Ett kritiskt utslapp kan man justera vantevardet

for men tappar da samtidigt litet av motoreffekten. Antag att vardena ar nor-
malférdelade med standardavvikelse o. Hur langt under miljomyndighetens gransvarde
skall man stélla x4 om bara 2% av fordonen skall fa 6verskrida gréansvérdet?

R6: Fordelningar (forts), Poissonprocess, MGF.

6.1 Till en telefonstation sker anrop enligt en poissonprocess med intensiteten
40 samtal per minut. Samtalen varar i genomsnitt 2 minuter och 30 sekunder.
Antag att alla samtal ar exakt sa langa och bestdm under den forutsittningen
sannolikheten att det i ett visst 0gonblick skall vara uppkopplat minst 125 samtal.

6.2 Antalet trafikolyckor under en dag i ett visst omrade kan anses vara en Pois-
sonfordelad variabel med A = 0.1. Berakna sannolikheten att det under 10 dagar
intraffar hogst 3 olyckor.

6.3 Anrop till en telefonvixel beskrivs med en Poissonprocess som har intensiteten
0.6. Om man vet att det i tidsintervallet [2,5] har kommit minst ett anrop, vad
ar den betingade sannolikheten att det har kommit exakt ett?

6.4 Antalet trafikolyckor under ett ar ar nara Poissonfordelat och det géiller ocksa
for en given klass av trafikolyckor, t.ex. dodsolyckor. Under 1998 dog ca 540 i
trafiken och 1999 var det mycket pressdiskussioner om att riskerna okat eftersom
det dog 570 stycken. Nu dor det ibland flera stycken i samma olycka vilket okar
variansen mer an det Okar vantevirdet. Tank dig for enkelhets skull att varje
dodsolycka har exakt ett offer och att 4 = A = 540. Visa att skillnaden mellan
dddsantalen ligger nira en standardavvikelse (och troligen inte ens det om man
korrigerar for flera offer i samma olycka).

Det kan finnas andra goda skil att inte acceptera antalet fatala trafikolyckor men
underlaget i form av antalet dodade ger ingen saklig grund for pastaendet att
faran Okat i trafiken.

6.5 X; och X, dr oberoende Fzp(p). Finn fordelningen for X; givet att X; <
s, X1 + Xo > s. Det finns en koppling till Poissonprocessen eftersom tiderna
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mellan handelser bestdms av den konstanta intensiteten.

6.6 En bilfarja skall byggas for ett farjestille och dimensioneras for ett flode av 0.5
bilar per minut som anlinder till den ena sidan. Det tar 10 minuter for firjan att
ga fram och tillbaka. Hur manga bilar maste fiarjan byggas for om sannolikheten
att den skall bli full skall vara mindre an 5%.

6.7 I en liter vatten finns det 2000 mikroorganismer utspridda. Man tar ett vatten-
prov pa 1 ml. Berdkna sannolikheten att det inte innehaller nagon mikroorganism.
Hur stort vattenprov maste man ta for att med sannolikheten 0.9 erhalla minst
en mikroorganism?

6.8 Vi har tre oberoende variabler dir X; ar N(1,2), X, dr N(2,3), X3 ar N(0, 2).
(Vi anvénder skrivséttet N(u,o0).) Berdkna P(6X; — Xy — 2X3 > 17).

6.9 Bestdm den momentgenererande funktionen (MGF) f6r en Bernoulliférdelad
variabel. Verifiera att forsta- och andraderivatan i punkten 0 ger E[V] och E[X?].

6.10 Anvand MGF fran foregaende problem och bestam med hjalp av den MGF
for en Bi(n, p)-fordelad variabel. Visa att derivatorna i punkten 0 ger motsvarande
resultat for den nya variabeln.

6.11 Man utfor n oberoende forsok dar forsok ¢ lyckas med sannolikheten p;. Visa
att detta inte ger en binomialférdelning for antalet lyckade forsok om p; ar olika.
(Vid oberoende likafordelade variabler blir sannolikheterna for rekord p; = 1/i
och rekordhéndelserna oberoende. Antalet rekord fram till variabel n far darfor
denna typ av fordelning.)

R7: Centrala griansvirdessatsen, approximation av fordelningar.

7.1 Det star 50 kunder i kon vid stangningsdags pa en bank. Betjaningstiderna
i minuter for dessa dr oberoende med f(z) = 0.25ze~*/2, x > 0. Uppskatta
sannolikheten att den sammanlagda betjaningstiden understiger 4 timmar.

7.2 Hur lange maste man observera en Poissonprocess med intensiteten v for att
med 90% sannolikhet ha fatt minst 100 handelser.

7.3 Ur ett parti med 5000 enheter dras slumpvis 100 som inspekteras. Antag att
partiet har 15% som &r defekta. Vad ar sannolikheten att fa hogst 10 defekta
bland de dragna?

7.4 Man kan illustrera centrala gransvardessatsen med simulering. Matlabkom-
mandot x=rand(k,1000); ger en matris med oberoende slumptal som &r likformigt
ford. pa (0,1). Kommandot y=sum(x); summerar kolumnerna och ger 1000
sadana summor. Till sist ger kommandot hist(y); ett histogram som illustrerar
fordelningen for kolumnsummorna. Préva detta med k=1, 2, 4, 8 sa ser du hur
centrala gransviardessatsen arbetar vid likformig fordelning.

Sedan kan du prova andra fordelningar genom att ta funktioner av x innan du
summerar till y. Till exempel ger x=-log(rand(k,100)); exponentialférdelade data
och man kan da behova ta ett storra k t.ex. 16 eller 32 for att fa ett vackert
resultat.

7.5 For narvarande fods det ungefar 80000 barn om aret i Sverige. Varje fodsel ger
en pojke med sannolikheten 0.514 och vi bortser fran enaggstvillingar. Uppskatta
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sannolikheten att det kan fodas fler flickor &n pojkar nésta ar.

7.6 Slumptal i dator beter sig som oberoende och likformigt férdelade pa inter-
vallet (0,1).. I en berékning multipliceras 100 slumptal och det kan ge problem
om produkten blir alltfor liten, sa darfor tar man logaritmen av produkten. Lat
Y vara produktens logaritm. Bestam vantevarde och varians for Y och ange en
approximativ fordelning.

7.7 Handlarna A och B siljer kaffeburkar. A tar 31.60 kronor burken och B tar
38 kronor. Till A anldnder kaffekunder enligt en Poissonprocess med intensiteten
12 kunder per timme och till B kommer de med intensiteten 8 kunder per timme.
Varje kund koper en burk. Vad ar sannolikheten att A efter 7 timmar har salt for
mer pengar an B?

7.8 Fyra sorters 0l testas av en smakpanel bestaende av 40 provsmakare. Provs-
makarna avgor oberoende av varandra och okunniga om vad de far i glasen vilket
0l som ar bast, nist bast, ndst sdmst och samst. Det basta far 4 poang, och
ovriga far 3, 2, och 1 poéng. For varje olsort summeras de 40 poangsiffrorna fran
olika provsmakare. Olsort A dr ny och om den fir minst 115 poang sa kommer
den att introduceras pa en ny marknad. Beridkna sannolikheten att fa en sa hog
podngsiffra om alla provsmakarna sdtter podngen helt pa mafa. (Detta ar en
helt hypotetisk fordelning som bara utnyttjas som referens men den skulle kunna
intriffa om Glsorterna var exakt likvardiga eller om provsmakarnas smak varierar
slumpmassigt.)

R8: Funktioner av variabler.
8.1 Variabeln X ar exponentialfordelad med intensiteten 3. Finn frekvensfunk-
tionen for 2X — 5.

8.2 Lat X vara N(0,1). Finn frekvensfunktionen for Y = X" for olika heltal
n> 1.

8.3 Variabeln Y, Y > 0, dr lognormalférdelad om X = log(Y") dr normalférdelad
N(p, o). Finn férdelningsfunktionen (uttryckt i den standardiserade normalférdelningens
®(z)) och frekvensfunktionen f6r Y och rita gérna den senare for nagot virde pa
parametrarna om du har tillgang till lampligt datorprogram.

8.4 Tva datordragna slumptal multipliceras. Finn frekvensfunktionen for produk-
ten.

8.5 Tre oberoende exponentialfordelade variabler med p = 2 adderas. Vilken
fordelning far resultatet?

8.6 Variablerna X; dr oberoende med samma férdelningsfunktion F'(x) och frekvens-
funktion f(z). a) Finn frekvensfunktionerna f6r ¥ = min X; och Z = max X;. b)
Finn den tvadimensionella frekvensfunktionen for (Y, Z).

8.7 Vi behdver kunna simulera en variabel som har férdelningsfunktionen F'(z) =
1—.5e®— .52, x>0 och F(z) =0, z < 0. Finn en lamplig transform av
datorns Re(0, 1)-fordelade slumptal.

8.8 En partikels hastighetskomponenter i vinkelréta riktningar ar oberoende N(0, o)-
fordelade. Finn fordelningsfunktionen for kvadraten pa hastighetsvektorn i ett
plan, dvs V2 + V;”.
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8.9 Frekvensfunktionen f vixer linjart pa intervallet 0 < x < b och &r noll
for 6vrigt. Finn sannolikhetsfordelningen for ¥ = In f(X) om den stokastiska
variabeln X har frekvensfunktionen f. Bestdm ocksa vantevardet for Y.
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Svar och kommentarer till problem.
R1: Utfall, sannolikhet, kombinatorik

1.1 AUB = {2,3,4,5,6,8,10,11}, AN B = {4},
AUB=1{1,2,3,5,6,7,8,9,10,11,12}, AN B ={1,7,9,12},

1.2 —

1.3 Familj I: 1, Familj TT: 3, Familj k: (%) (%)2'c

1.4 1 partikel: Q@ ={6:0 <6 < 27},

2 partiklar: Q = {(61,62) : 0 < 61,02 < 27}.

1.5Q=N=1{1,2,3,...}.

1.6 S = {Alla positiva rationella tal, oo, 0, 0/0 }.

1.7 a) S, = {0,1,2,3,...}. b) Sy = {w;w = (u1,ue,...,us), uj € Sy }.

1.8 Flera mojligheter, t.ex. i poldra koord. S = {(r1,¢1,72, ¢2,73,¢3),0 < r; < ry <
9o < R,0 < ¢; < 2w, samt (11, ¢1,72, P2), (r1,¢1), 0 dar de senare markerar 1, 2 eller

3 bommar. Villkoren pa radierna behévs om varje traffbild skall kopplas till ett enda
utfall. Om r; = r;41 far vi dessutom krava t.ex. ¢; < ¢;41 for entydighet.
3 ~

1.9 a.) 90 ~ 0.016. b) —
1.10 P(A) = §, P(B) =3, P(ANB) = &, P(AUB) = £.
1.11 6!/8! = 1/56

52!
112 .
1.13 Varje tal i (0,1) kan utvecklas som “decimaltal” fast i basen 6. 1:1-avbildning ér
mojlig, alltsa lika maktigt. Aven (—o0,00) och R™ har samma méktighet (vart n:e kast
kan utnyttjas for avbildning till R™).

1.14 12/()) = &.
1.15 a) Utfall

AABB AABb (AAbB) AAbD
AaBB AaBb (AabB) Aabb
(aABB aABb aAbB aAbb)
aaBB aaBb (aabB) aabb

Parenteserna runt rad 3 och kolumn 3 markerar att aA och Aa resp. bB och Bb kan slas
ihop till samma symbol som fdubbel chans nir bara en av dem forenas och 4-dubbel nér
bade aA och bB ingar. b) AaBB AaBb (AabB). c¢) Resten av utfallen. d) Kraver ratt
stor matris och ges ej. Gor rutnit med alla utfallen ovan som kolumn (pappans anlag)
och som rader (mammans anlag). Det ger 16 ganger 16 utfall (9 ganger 9 om man slar
ihop tillstand).

R2: Oberoende, beroende, betingning, Bayes

2.1 1%

2.2 0.2 och 0.7 eller omvant.
2.3 P(A|B) =2P(BJ|A)
2.42/3
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2.5 0.1472, 0.7358, 0.1030, 0.0294
2.6 Starta med sannol. for 0 och for 1 fel. Svar: 0.5611, 0.9056, 0.4118, 0.1267

2.7 a) (1—-p)*, 3p(1 — p)?, 3p2(1 — p), p*. b) UL (oplp)

2.8 a) 0.0119, 0.0117. b) Har maste man pilla igenom alla sadana fall. Svar 0.1358.

2.9 Dubbelt sa bra att byta dorr.
2.10 0.3623, 0.4058 resp. 0.2319.
2.11 1/3

2.12 P(*fel”|"forsiljning”) = 5155

2.13 ;) =2

)+
2141—( ()" - ) >z0.69
2.15( (3)) ~ 0.065

2.16 Definiera hindelserna: S = soker vard, N = narkoman. P(S|N) = 0.042.
2.17 3/10

R3: Stokastiska variabler

0.874, 2 =0 0, <0
0122, z=1 ) o8, 0<z<1

81 fx(®) =19 0004, z—2 Fx(®) =9 0096, 1<z <2
0, annars 1, x> 2

3.2 E[X] = 2/3,D[X] = 1//18, median = 1/+/18.

3.3 Fx(z) = (£) fx(s) = Fx(s) - Fx(z —1) = ==& 5 = 1,2.3,...

E[X] = 2! ~ 4.43
34 [ f(z )dm =lgerk=1/p% P(X >p)=e %5 =0.61

3.5 Bevis: —
3.6 Bevis: —
8.7 a) P(0.5 < X < 0.75) = 2 (arcsin } — arcsin ) ~ 0.2066; b) E[X] = 2
3.8 Varians 2.92. (Standardavvikelse 1.708).
3.9 &

0 z<0

’ - <z<
310 Fx(z)={ 1—-(1—2)2 0<z<1  fy(z)={ 20722 0<z<l
0, f.6

1, z>1

3.11 —

3.12 f(k) = (1) (;5,)/ (D), k=0,1,2,3,4,5.

~ 0.00103, P("fel”|"kasserad”) = sae ~ 0.3125.

, N

313 F(r)=2?/R ,0<z< R, F=0,r<0,F=1,z>R; f(zr)=2r/R?>,0< z < R;

P(X > R/2) = 3/4; E[X] = 2R/3.
3.14 33.3 = 2% 50/3.
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RA4: Flera variabler, oberoende/beroende, linjira uttryck

4.1a) fx(z)=e ", 2>0, fy(y) =ye ¥, y>0.

b) P(X > 2]Y < 4) = 62—3 ~ 0.0885 .

c) Nej! (fx(z)fy(y) =e” ye V#e V= fxv(z,y)

4.2 Origo i cirkelns mitt ger p; = py = 0, 0 = 0y = R/V/2, Cov(X,Y) = 0, men
variablerna ar beroende.

4.3 a) Bevis: —. b) a = 1/3 (ger variansen §o2).

4.4 C[X,Y] = 0. X och Y &r beroende. Variablerna ar alltsa okorrelerade, men ej
oberoende.

4.5 120000

4.602\/”1 +"2 ~ 0.0866

4.7 Vantevarde 121 x 0.9 = 108.9. Standardavvikelse 0.7 x /121 = 7.7.

2

ag
4.8 n1 = ac1C + /(ac1C)? —aC, ny = c= "161 ,med a = 57—1—.
610'2—61620'2

4.9 7 15 ~ 3.4, 73112 ~ 2.7 resp. 3—1 ~ 1.8.

R5: Olika fordelningar

(30)(70)
5.1 a) Bi(100,p); b) (1 —p)kp, k =0,1,2,.... c) Ly5Ll,
5.2 —

5.3 Strategin paverkar inte. Proportionen blir 51.4 % pojkar om alla har samma
overlevnadschans.

5.4 (29)0.3%0.77 + (2)0.370.7'% ~ 0.1653

5.5 Exponentialfordelning, poissonfordelning, binomialfordelning, hypergeometrisk fordelning.
5.6 P(X >2)=2-13~030

5.7 X € Re(L/2,L), E[X] = 3L.

5.8 Ansitt Poissonprocesser ger exponentialférdelade tider 77 € Exp(1/A1) och T €
Exp(1/X2) med A\; = 2Xy. P(Ty <Ty) =1/3.

5.9 0 (L208) — ¢ (23=08) ~ 0.90

5.10 0.8664

5.11 Vantevardet p skall vara zpg9go = 2.050 under gransvardet.

R6: Fordelningar (forts), Poissonprocess, MGF

6.1 1 — F(2.45) = 0.007, F € N(0,1).

6.2 P(’Hogst 3 olyckor’) = 0.981.

6.3 P(X =1|X >1)=0.356. (Jfr. P(X = 1) = 0.298.)
6.4 Differensen mellan 2 ar far o = 32.

6.5 f(z1]|s) =1/s, 0 < z1 < s.

6.6 Bortse fran ev restko fran foregdende resa. X = antal anlinda under 10 minuter ar
Po(5). Tabell eller 0.95 < ¢ 3¢5, ger K = 9 minimum.
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6.7 P(’Ingen mikroorganism’) = e ? ~ 0.1353, Volymen V > ln%ml ~ 1.156ml.
6.8 0.16

2
6.9 mx(t) = pe' +1 - p, EIX] = “Gx(0) = p, BIX?] = TG (0) = p.
6.10 Sétt Y = 3", X; € Bi(n,p). MGF for Y blir my (¢) = [[~; mx(t) = (pe'!+1—p)"
6.11 Ta t ex rekordhdnderser med n = 2, p; =1 och py = 1/2. Da blir P(X = 0) = 0,
P(X =1) = P(X =2) =1/2. Detta ar inte en binomialférdelning!

R7: Centrala gransvardessatsen, approximation av fordelningar

7.1 P(’sammanlagda betjidningstiden understiger 4 timmar’) ~ ®(2) ~ 0.977.
7.2 Tiden t = %

7.3 Egentligen hypergeometrisk fordelning. Eftersom man drar sa liten del av par-
tiet blir de dragna néastan oberoende. X ~ B%(100,0.15) ~ N(15,3.57). F((10.5 —
15)/3.57) = 0.1037.

7.4 —

7.5 F(—7.92) ~ 1.16%10~'® (anropet normcdf(-7.92) i matlab). Samma storleksordning
far man med en grov uppskattning av integralen av frekvensfunktionen.

7.6 uy = —100, 02 = 100, approx. N(—100,10).

7.7 Ca 0.90. Normalapprox. av poissonprocessvariabler.

7.8 Summan Y far p = 100, o = 50. P(Y > 115) =~ 1— F((114.5—100)/+/50) = 0.020.
F ur N(0,1).

R8: Funktioner av variabler

8.1Y =2X —5, fy( )= 2730019y > 5,

3

nle3y dd
—yn e n udda
8.2 fy(y) = e L,
n\/z—ﬂyﬁflefiy“ n jamn,y > 0

8.3 Fy(y) = ®(logy), fr(y) = ;¢(logy).
84U =XY med X,Y € Re(0,1) ger fy(u) = —Inu, 0 <u<1.

8.5 fy(v) = uge —v/k oy >0

8.6 fv(y) =nf(y)(1—Fy)"", fz(z) =n ()( (=)™,
frz(y:2) = n(n = 1) f(y) f(2)(F(z) — F(y))"~

87X =—-In (W) har fordelningen F(z) om U € Re(0,1).
Anviind inversmetoden: v = F(z) = z=F !(u) = —1In (walv

8.8 7=V} + V], Fs(e) = Y770 (2).
8.9 fy(y) = LLEMT™ k5 0 m >0, B2 4mb =1,
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