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ALA-b Réiknedovning 4

1 Uppgift 34.1

Compute

a) [o tsin(2t)dt
b) [o t? cos(t) dt

c) Jyte*dt

Sa var det dags att ridkna integraler igen. Vi far tipset att anvinda oss av
partiell integration (se tidigare riknedvningar), sa lat oss gora det.

a)

T

/ tsin(2t)dt = [—— cos(2t) t] + —/ cos(2t) dt
0 2 2 Jo

0
T

1 1|1
= —3 cos(2x) x + 5 [5 sin(2t)}0

1 1
= -3 cos(2z) x + 1 sin(2x).

/O 2 cos(t)dt = [sin(t)t?], — /0 ' sin(t) 2t dt
= sin(z)z? -2 <[— cos(t) t]g + /Oa? cos(t) dt)

= sin(x) 2?4+ 2 cos(z) x — 2 [sin(¢)]}
= sin(z) (2? — 2) + 2 cos(z) 2.
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_ 1 —2x 1 1 72t£E

= 26 x—i—z[ 26 .
1 1

- _Ze¢ 2:0.%'—1(6_296 1)7

och vi ar klara.
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2 Uppgift 34.2

Compute

a) [i v In(y)dy
b) [ In(y)dy

c) fox arctan(t) dt
)

d) [; e " cos(2t)dt

Aterigen far vi radet att ta till partiell integration - det fir bara att fortsétta
pa det inslagna sparet.

)
/lxyln(y)dy = Blen(y)]j—;/ij;dy
= %x2 In(z) %[%gf]l
= %ZE21H($) ix2+i.
b)
/lmln(y)dy = /lxl-ln(y)dyz[yln(y)]f—/lzyidy
= zln(z)—[y]f =2z In(z) —z+ 1.
c)

For att 16sa den hir deluppgiften kommer vi, utéver att integrera partiellt,
dven anvinda oss av variabelsubstitution.

. . v
/ arctan(t) dt = / arctan(t) - 1 dt = [arctan(t) t]; — / —tdy
; ; o 1+t

3



ALA-b Réiknedovning 4
1+t = s
_ 2tdt = ds
N t=2 & s=1+22
t=0 & s=
1422 11
= arctan(z)x — / - —ds
1 s 2
1 1+$2
= arctan(z)x — 3 n(z)];
1
= arctan(z)x — 3 In (1 + :U2) .
d)

/e_t cos(2t)dt =
0

[—e? cos(2t)]§ - 2/ et sin(2t) dt
0

—e * cos(2x) +1— 2( [—e™? sin(2t)]g +

X
+ / 2e " cos(2t) dt)
0
= —e " cos(2x) +1+2e " sin(2z) —
x
- 4/ e~ " cos(2t) dt,
0
dér vi far att
x
5/ e teos(2t)dt = —e ¥ cos(2z) + 1+ 2e 7 sin(2x),
0

varfor

/ e~ " cos(2t) dt
0

och vi ar klara.

(7% (2 sin(2x) — cos(2x)) + 1)

U] =
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3 Uppgift 34.4

Compute by a suitable change of variable

) Joyer dy
b) [y yvy—1dy
¢) [y sin(t) cos®(t) dt

Att berdkna integraler via variabelsubstitution har vi ocksa tranat pa forut.
Har kommer ytterligare tre exempel. Att veta vilket byte man skall géra kan
vara svart; det finns integrander dir den forenklande substitutionen inte &r
latt att komma pa. Ofta 16nar det sig om man prévar att byta ut “det som
ser konstigt ut”. Vad jag menar med det visas férmodligen bést néir vi 16ser
uppgifterna.

a)
v o=t ,
v 2udy = dt 1,
y =
/Oye dy y—x o =2 /0 26 dt
y=0 & t=0
1 xz 1 LE2
= 3l% =3("-1)
b)
y—1 =t
x y—1 = t2 z—1
/y\/yldy = dy = 2tdt :/ (t? +1) 263 dt
0 y=z & t=+vx—1 i
y=0 & t=1

Vo—1 1 VeI
= 2/ (t*+?)dt=2 |-t + -
5 37,

1
= 2

ot I

( (xr—1)>*Ve—1+= (x—l)\/m—(éi—%z))
= 2<x_1 <%(x—1)+% +135i>,
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dér vi minns att 2 = —1, i* = 1.

c)

cos(t) = s
x . 9 . —Sll’l(t) dt — dS o COS( ) 2
/0 sin(t) cos“(t)dt = t=x < s=cos(z) | 1 o
t=0 & s=1
1 cos(z)
_ [_83] = = (cos*(z) — 1),
3 1o

och vi ar klara.
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4 Uppgift 34.5

Compute

a) fé”mdy
= 3
b) Jo yays

x 1
) Jo proprs W

2

O Jo g W

4

e) Iy g W

Att 16sa integraler som innehaller rationella funktioner kan bli jobbigt - i
regel far vi mycket att skriva och halla ordning pa. I dessa fem exempel
ar riaknegangen dnda forhallandevis rattfram. Forst och framst forsoker vi,
om mojligt, att forenkla uttrycket, exempelvis via polynomdivision. Dérefter
kvadratkompletteras ndmnaren foljt av partialbraksuppdelning (se 16snings-
forslaget jag skickade ut i ALA-a till Kenneths ldnk some extras). Den re-
sulterande integralen, eller rittare sagt integralerna, brukar ga att 16sa utan
allt for mycket slit.

a)

/x 1 d /‘T 1 d
— L ay = T, o Ay,
0o Y2P—y—2 o W+)(y—2)

varpa partialbraksuppdelning ger

1 A B

Wt Dw-2  y+l y-2
= Aly—2)+B(y+1),

ur vilket vi identifierar A och B genom att 16sa det linjéira ekvationssystemet

A+B = 0
—2A+B =1
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dér vi direkt far att (A, B) = (—%, 1). Med andra ord kan vi skriva

/Z 1 . 1/m L +1/ﬂf L
S A N
o W+)(y—2) 3Jo y+1 3Jo y—2

1 e 1 x
= 3 [In |y + 1{]5 + 3 |y — 2[5 =

(—Injz+ 1] +In|z—2| —In(2)).

Wl

x 3 x
y Ty—6
Ay = —2) 2y,
/0 2toy—3"Y /o(y ) 2taoy—3"

efter en inledande polynomdivison (gor den sjélval). Vi har alltsa

T 3 x T
y 7y —6
0o Y +2y—3 0 0o Y +2y—3

g

Il 12

med

For att 16sa I tar vi till partialbraksuppdelning

Ty — 6 Ty —6 A . B
v4+2y—-3  (y+3)y—-1) y+3 y-1

Ty+6 = A(ly—1)+B(y+3),

vilket leder till systemet

I
-

A+B
~A+3B = —6
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med l6sningen (A, B) = (%, i) Vi far att Iy dr detsamma som
/“’ Ty —6 27 [* 1 /
S5 Rl = —
27 - N
= o nly+3l+ Z In |y — 1)) =
1
= & (In|z + 3| = In(3)) + =~ In |z — 1],
4 4
varfor
Ty 1 1
| Pray 3% = g~ 2wt (QTnjr 43— 27(3) + Infe — 1))

c)

Den hér deluppgiften &r lite annorlunda mot tidigare, i den mening att vi
anvéinder oss av variabelsubstitution. Det visar sig d&ven vara l6nt att kunna
derivatan av arctan(zx).

y+1 =t
v 1 dy = dt
/ 5y = / dy: _y -
0o Y°+2y+5 y+1 y=z & t=x+1
y=0 & t=

1 r+1 1
:/ i 1/ e o
=+ 1 (5)7+1

1 ¢ z+1
= — |2arctan | —

4 2)14

3 (wetan (237) —wctn (7))
= — [ arctan — arctan | = .

2 2 2

Notera att en ndmnare med ett andragradspolynom kan kvadratkomplet-
teras (precis som hér), dir ett resulterande kvadratiskt uttryck tillsammans
med en konstant (vi hade (y + 1)? + 4), gor det mojligt for oss att skri-
va om integralen sa att den primitiva funktionen blir just arctan(z). Detta
forfarande aterkommer i nista exempel.
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v y—y? [ y(1—y)
2 dy = 2 dy
o (w—1)(y*+2y+5) o W—1@2+2y+5)
v y
- | — 7 4
/0 t+2oy+5 Y

0 (y+1)2+4

och med samma substitution som i c) erhalles

x 2 z+1
- t—1
/ vy dy = —/ .
o W=D +2y+5) 1 P+4

Vi skriver om integralen som en summa av tva delintegraler

T .2 z+1 1 z+1 t
/ vy dy = / Q—dt—/ .
o (=1 +2y+5) . 244 . 244

11 12

dér vi fran c) vet att

Aterstar gor att losa Io. Man far att

- —dt = —|=In|®+4
/1 2414 [2n’ ! ’]1
1
2

(In ((z +1)* +4) — In(5)) .

Vart svar blir alltsa

r+1 1
arctan —arctan | = —
2 2

(In ((z 4+ 1)* +4) — In(5)) .

T y_y2 _ 1
2 dy = 3

o (y—1)(y*+2y+5) 2
1
2

10
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T 4 T 4
Yy _ Yy
/ 2 dy - / 3 dy
o (W=1(y*+y—6) 0o ¥ —Ty+6
v Ty? — 6y >
= + | dy,
/0 (y y—1y+6) "
dér vi forst har multiplicerat parentesuttrycken i ndmnaren foljt av poly-

nomdivison. Precis som tidigare 16ser vi uppgiften genom att dela upp den
ursprungliga integralen

x 4 x x 2
y Ty= — 6y
dy = /ydy+/ —————dy
/0 (y—1)(y*+y—6) 0 0o Y—Ty+6

15 /‘” Ty? — 6y
2 o W—Dy—-2)(y+3) ~

1

dér vi faktoriserat I:s nimnare genom att identifiera polynomets tre nollstéllen.
Anledningen till det &r, som ni kanske anar, att det véntar en partial-
braksuppdelning om hornet . . .

Vi gor ansatsen

Ty? — 6y B A B C
G-Dy-2u+3  y—1 y—2 y+3
TP —6y = Aly—2)(y+3)+By—D(y+3)+C(y—1)(y—2)
y2+y—6 y2+2y—3 y2—3y+2

vilket leder till ekvationssystemet

A+B+C =7
A+2B-3C
—6A—-3B+2C = 0

Il
|
o

ddr Gausseliminering ger l6sningen (A, B, C) = (—%, %, %). Vi kan alltsa
skriva

171 16 [* 1 81 [* 1
I = | —ay+= | ——ay+> [ ——a
4/0 1Yt ) 2w ), g3 ™

11



ALA-b Réiknedovning 4

. 16 . 8l .
— I ly = 15 + 2 Dy — 205 + o5 Dy +3(%;

1 1
= ——Injz—-1]+ 36(111|x—2] —1In(2)) + z—o(ln\x—l—iﬂ —1In(3)).

N e N

Svaret pa sista deluppgiften blir ddrmed

T 4
y 1, 1 16
dy = =a2®— -Inlo—1|+ — (In|z — 2| — In(2
| ot = 3ot il g Gnle =2 - @) +
81
+ %(ln|x—|—3|—ln(3)).

12



ALA-b Réiknedovning 4

5 Uppgift 34.7

Compute

Vid forsta anblicken kanske en del av dessa integraler ser rent av hemska
ut. Men faktum &r att de gar att l6sa pa bara nagon rad om ens det! Vi
har tidigare talat om jamna och udda funktioner. Nagot trevligt med dessa
funktioner &r att deras integraler ibland &r lidtta att 1osa, sérskilt nér in-
tervallet dr symmetriskt kring nollan. Vi minns att en jadmn funktion &r sin
egen spegelbild i vertikalaxeln (ges av att f(z) = f(—z)), medan en udda
pa samma sitt speglar sig i en ténkt rat linje dragen fran andra till fjarde
kvadranten genom origo (fas om —f(z) = f(—=x)). Sist i uppgiften visas
plottar 6ver respektive funktionsgraf for att gora det lite tydligare. Innan
vi 16ser integralerna skall det séigas att produkten av tva udda eller jamna
funktioner resulterar i en jamn funktion, dédr produkten av en udda och en
jamn samtidigt ger en udda funktion.

a)

Bade |x| och cos(z) &r jaimna funktioner precis som deras produkt. Dérmed
kan vi beréikna integralen som dubbla virdet av samma integral 6ver posi-
tiva reella axeln. Vi anvander oss av partiell integration.

"ol cos()dr = 2 [ || cos(a)da =2 | [sin(e)a]s — [ sin(x)da
0 N— 0

—Tr

= 2[cos(z)]g =2(-1—-1) = —4.

b)
Kvadraten av en udda funktion som sin(z) dr jimn. Vi utnyttjar ocksa

13



ALA-b Réiknedovning 4

sambandet sin?(z) = 3 (1 — cos(2z)). Man far att

/_7; sin®(z) dz = 2/07r sin®(z) do = g/ﬂ <% (1-— cos(2x))> dzx

0
™ K 1 ™
= / dx — / cos(2z)dr =m — [— sin(2x)] = .
0 0 2 0
—_—

=0

c)
Vi har produkten av en udda (z) och en jamn funktion (sin?(x)), varfor in-

tegranden maste vara udda. Integraler av udda funktioner 6ver symmetriska
intervall dr nog mina favoriter, ty

/ z sin?(x)dr = 0,

—T

vilket inses nidr man ser funktionsgrafen (minns att integralen anger net-
toarean mellan grafen och z-axeln).

d)

arctan(x + 3x3) #r en udda funktion och livet leker!

™
/ arctan(z 4+ 3z%)dz = 0.

—T

Vi ar klara.

14
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f(x)

35 ! ! ! ! ! ! !
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

15
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0.9 ,

0.8 ,

0.7+ T

0.5 ,

f(x)

0.4 b

0.2 4

0.11 b

16
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051 -

17
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15F N

051 b

Figur 4: f(x) = arctan(z + 323)

18
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6 Uppgift 35.4

Solve the following initial value problems

a) zu'(z) tu(z) ==z, uw(l)=3,2>1
b) v (z) +2zu(z) =z, u(0) =1, x>0

¢) u(z) = T y0) =0, 2> 0

Sa var det dags att 16sa vara forsta ODEs pa formen u'(z) = f(z,u(z)). Det
innebér en extra svarighet mot tidigare, eftersom de differentialekvationerna
kunde skrivas u/(z) = f(x), och 15stas via direkt integration. Riktigt sa létt
ar det inte nu, men det finns ett par knep att ta till. Ett av de vanligaste &r
metoden med integrerande faktor. Givet en inhomogen, linjar ODE av forsta
ordningen

o' (z) + m(z)u(x) = N(z),

kan vi némligen multiplicera bada leden med e™(®) dir M (z) ér en primi-
tiv till m(x). Anledningen till det &r att VL efterat kan uttryckas som en
derivata, varefter enkel integration ger oss det sokta w(z). Har vi otur gar
det inte att finna nagon explicit 16sning till problemet, utan man far néja
sig med en implicit dito pa integralform. Hursomhelst ges att

M@y (z) + MO m(z)u(z) = MO N(z)
(M) _ M@

o <e u(:[;)) = e N(

T (M) _ [T M
/a I (e u(s)) ds = /a e N(s)ds

M@ y(z) — eM@y(a) = /eM(S)N(s)ds
M(a)—

z)

M (z)

e u(a) +
+ e_M(z)/ eMBEIN(s) ds,

u(z) =

med a som en godtycklig startpunkt. Att VL i steg 1 och 2 &verensstdmmer
foljer genom produktregeln for derivatan. Den aterstaende svarigheten &r
att 16sa integralen i HL. I exemplen visar det sig emellertid vara en smasak.

19
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Réiknedovning 4

a)

Vi har for x > 1 att 1osa

vilket gbrs genom att skriva

u'(x) + %u(@ =1

och ta fram den integrerande faktorn

b)

For x > 0 ska vi 10sa

ol 8
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dér vi har den integrerande faktorn

€f2:):dx _ x?

Pa samma sétt som ovan far vi

e o' (z) + e 2z u(z) = ez
d
e (e” u(:z:)) = ¢z
2 x

yev dy

yev dy

u(zr) = e’ <1+/ yev’ dy).
0

For att fa en explicit 16sning maste vi dven reda ut integralen. Det ges att

b
oo =

y: =t .
v 2udy = dt v
y2 — yay — -t
/Oye dy Yz o t=2 /0 2edt
y=0 & t=0
1 tx2 ]. 2
= 5l =5 (<" -1),

varfor

I den sista deluppgiften har vi for z > 0 att

u(x) = —:HZ(‘T)
{ u(0) = 0

21
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dvs. att
1 1
u'(z) — zu(z) = =z
Den integrerande faktorn ges av

och vi far att

rt)I
ol

8
8

)
N[
8

8

8

C\H
QL
&=
— &
D
[V
<
IS
—
<
N—
N———
QU
<
|
wl»ﬂho\éwli—lwli—'
NG NG
Cb|
[V
<
<
QU
<

(@)
ol
8
O\H
D
|
ol
<
<
IS
<

Integralen 16ses t.ex. via partiell integration

z 1 1 T T 1
/ e 2Yydy = [72 e 2Y y} +2/ e 2dy
0 0 0

_ —iz —1y z
= —2e2x+4+2|-2e 2
0

= —2¢ 2%z —4 (e*%x - 1)
vilket ger oss den sokta 16sningen

1
u(z) = ie%x (—2e*%xx—4(e*%x—1))

= —x—2+2 e%x,
och vi ar klara.

22
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7 Uppgift 36.1

If possible compute the following integrals

a) Jo" iy 4

fo __cos(x) dx

(1—sin(z)) %

Vi skall nu ta oss en titt pa s.k. generaliserade integraler. Tidigare har vi
stott pa integraler av begréinsade funktioner pa begréinsade intervall, men
sa behover inte alltid vara fallet. Fragan som dyker upp i sammanhanget &r
om integralen 6verhuvud kan berdknas - dr den konvergent eller divergent?
Lat oss forsoka med uppgifterna.

a)

Den &vre integrationsgréinsen gar tydligen mot co. Vi kommer dérfor att
beridkna motsvarande grinsvirde (notera att vi ersitter oo med N) enligt

1+a22 = ¢
N N
= 11
/ x v = 2z dx dt :/ s dt
r=0 & t=
N
1 1 1 1 1
= 5H1 W(‘N*Q*i’ man e

integralen dr med andra ord konvergent med vérdet %

b)
Pa integrationsintervallet ser vi att integralen &r generaliserad. Men vi note-

rar dven att integranden &r udda (ty x &r en udda samt e~ en jamn funk-
tion) och da intervallet dessutom &r symmetriskt foljer att

/ re % dr = 0

23
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utan att vi behdver gora nagra beridkningar.

c)

Av integranden att doma &r funktionen inte begriansad i hoger dndpunkt,
och diarmed &r integralen generaliserad. Vi berdknar dérfor gransvardet

N N B}
/ de = [-2VT—2], :—2<\/1—N—1>—>2, nir N — 1,
0

1—

8

och konstaterar att integralen var konvergent.

4)

Den sista deluppgiften ser inte sérskilt roligt ut. Integralen verkar inte vara
generaliserad, men med en sadan integrand kan man halla sig for skratt. Vi
gor dock ett forsok med variabelsubstitution

sin(z) = t
T — 0 1
/ cos(x) g = cos(:z:)_d:c dt_ _ / =0
0 (1—sin(x))3 r=7m1 & t=0 0 (1—1t)3
=0 & t=0

eftersom integrationsgrinserna tydligen ssammanfaller efter bytet. Formodligen
har vi lite tur, men det &r i sa fall inget att klaga Gver ...

Vi ar klara.
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