PROBLEM

IX. Dubbelintegraler

1. Berakna, m.h.a itererad integration, dubbelintegralerna

3 1
/ / (1 + 4zy) dzdy.
1 Jo

a.

w/2 /2
/ / sin x cos y dxdy.
0 0
4 2
/ / <E + g) dzdy.
1 J1 \Y T

2. Berakna dubbelintegralerna

a.

// ze™ dxdy, R =10,1] x [0,1].
R

// jidz =[1,2] x [0,1].

3. Antag, att arean av omradet €2 ar 10 och att

//xdxdyzl //ydxdyz?.
) Q

Vad blir vardet av dubbelintegralen

//Q(Zﬂzv + 5y — 2) dzdy.




4. Berakna dubbelintegralen

// y cos(zy) dxdy,
A

dér A ar rektangeln 0 <z <1, 0 <y < 7/2.

X
— = dady,
//A<1+xy>2 o

dar A ar rektangeln 1 <z <3, 0 <y < 1.

// gdmdy,
DT

om D ar det omrade som ligger mellan linjerna z = 1, x = 4 och mellan y = x
och y = 3z.

5. Berakna

6. Berakna

7. Berakna
// (3x + 18y) dzdy,
K
dér K ar det omrade som begréansas av linjerna x = 1, z = 3, y = —2x/3 44 och
y=ux/3.
8. Berédkna

//B(:E + 2y) dzdy,

dar B ar den mangd som begransas avz =0, y =0 och y =2 — z.

//D(fc2 +y?) dady,

dér D &r triangeln med hérn i punkterna (0,0), (1,0) och (1,1).

9. Berikna

X. Greens formel i planet

1. Berikna kurvintegralen®
%(ﬁy?’ + z)dx + (y*2* + y)dy,
r

da T ar ellipsen 922 + 4% = 1.

T boken (AMBS) skiljer man pa kurv- och linjeintegral pa si sitt att en kurvintegral har vi
nar vi integrerar en skaldr funktion och linjeintegral ett vektorfdlt. Denna bendmning &r inte
allméangiltig och i 6vningarna nedan anvéands bagge namnen.



. Lat F = (22 + y, 3y?) vara ett kraftfalt i planet och C den positivt orienterade
randkurvan till triangeln med hérn i (0,0), (1,2) och (—1,2). Berdkna m.h.a.
Greens formel kurvintegralen

}{ F.dr= %(2x+y,3y2) - (dz, dy).
C C

. Berakna kurvintegralen

7{ ridx + wydy,
r

da I" &r randen av kvadraten med hérn i (0,0), (1,0), (1,1) och (0, 1), genomlépt
ett varv moturs.

. Lat vektorfiltet F' = (F}, F,) ha komponenterna F} = x —y och I, = z + vy
och lat R vara cirkelskivan, som begréinsas av enhetscirkeln C' : (cost,sint) dar
0<t<2m.

a. Berdakna, m.h.a. parametriseringen av C, kurvintegralen
c

b. Berakna dubbelintegralen
oFy, 0F;
— — — | dzxdy.
/ /R ( dr  Jy ) o

. Lat D vara triangeln med hérn i (0,0), (2,0) och (0, 3). Berikna linjeintegralen

j{ (32% + y)dz + Sxdy,
oD

dar 0D betecknar den moturs orienterade randen till D.

. Anvand Greens formel for att berdkna linjeintegralen
j{ rydr +xdy, D =[1,3] x [2,5].
oD

. Visa, m.h.a. Greens formel att arean av en yta ) i xy-planet ges av kurvintegralen

1
A:—j{xdy—ydx,
2 Jr

déar I' betecknar den positivt orienterade randen till €2.



10.

Berdkna arean av ellipsen, som begrénsas av kurvan I' : (x,y) = (acost,bsint),
0<t<2m.

Berédkna
]{ In(x? + 1)dx + zydy,
r

dér I' dr den moturs orienterade randen till triangeln med hérn i (0,0), (1,0) och
(0,1).

Berédkna
7{(1 + 1z +y?)e"Vdr + (z + 2y + y*)e" TVdy,
r

om I ar enhetscirkeln.

XI. Variabeltransformationer vid dubbelintegraler

1.

Berikna volymen av den del av paraboloiden f(z,y) = 9 — 2% — y?, som ligger
innanfor cylindern 2 + y? = 4.

Berdkna arean av en cirkular skiva med radien R.

Berdakna massan av en halvcirkelformad skiva med radie 1, vars densitet varierar
sasom 1 — r i polara koordinater.

. Anvénd poléra koordinater x = rcosf, y = rsin @ for att berdkna integralen

/1/\/1—z2 dl’dy
o Jo Vi —a? —y?

Anvénd transformationen x = 3u — 2v, y = u + v for att berdkna

e

dar R ar regionen som begransas av linjerna x +2y =0, x +2y = 10, 3y —x =0
och 3y —z = 5.

Anvand transformationen v = z + 2y, v = x — 2y for att berdkna

// (32 + 6y)*dxdy,
R

dar R ar regionen som begransas av linjerna r —2y = —2, x4+2y = 2, v +2y = —2
och v — 2y = 2.



7. Integrera funtionen = + y 6ver omradet R, som begransas av linjerna x = 0
och y = 0 samt cirkelbdgen 22 + 4> = 4. Ledning: byt till polira koordinater
x=rcosf, y=rsind.

8. Berédkna
/ / e Ydxdy,
K
dar K ar kvadraten som begransas av linjernaz —y =1, x+y=1, 2 +y = —1
och v —y = —1. Ledning: gor variabelsubstitutionen v =x + vy, v = x — y.
9. Berakna

J[ @ =iz

dir D ar omradet som begriansas av kurvorna 1 < 2?2 —y? <2 och 1 < 2y < 2.
Ledning: gor variabeltransformationen u = z? — 9%, v = zv.



Svar

IX. Dubbelintegraler

1.

© © NS &

ol

S G e

/1 /0 ;l:fz:/l [In(z + )] dy:/l (In(1 +y) — Iny) dy
=g+ D)n(y+1) = (y+1) = (yny — y)]> = In(27/16)

3:245-7-2-10=21
1

2—1In2
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144

4

1/3

. Greens formel i planet

. 0. Satt P = 2%y + 2 och Q = y22® + y och 1at Q vara ellipsen, som innesluts av

kurvan I'. Da &r 0Q /0x — OP/0y = 0 och p.g.a. Greens formel

jgpdeery = //Q @—g - 88—];) dady,

ser vi att den sokta kurvintegralen férsvinner.
-2

1/2

2m

12



7. Satt P = —y och Q = z. Arean A av ytan {2 ges av

= [t [ a2 [ (222

1
j{PdI—i-Qdy = —fxdy ydx.
~ 2 2 )

8. wab
9. 1/6
10. 0

XI. Variabeltransformationer vid dubbelintegraler
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