PROBLEM

XII. Avancerade dubbelintegraler

// i dxdy,
ET—2Y

da E ar parallellogrammen £ = {(z,y) : 0 < z+4+y <3, 1 <z —2y < 4}
Ledning: infor variablerna v =z +y, v = — 2y.

1. Berakna dubbelintegralen

2. Lat o1 =1 —x — vy, pa = x och 3 = y. Berdkna dubbelintegralerna

Mn:// P11 ddy, M23:// paps dudy, Sn=// Ve Vi drdy,
T T T

over triangeln 7: 0 <z <1, 0<y <1 —=.

J = // e dzdy,
D

da D ar cirkelringen a? < 2% +y? < 1?, dir 0 < a < b. Ledning: anvand polara
koordinater.

3. Berakna

4. Teckna ekvationerna for de tre linjer som begrénsar triangeln 7' med horn i (0, 0),
(2,1) och (1,2). Berdkna sedan dubbelintegralen

// y dzxdy.
T

Ledning: dela T i tva mindre trianglar vilka &r latta att integrera 6ver och addera
resutaten.

5. Berdkna arean av det omrade i forsta kvadranten som begransas av kurvorna
vy =1, vy =2, vy = 2/x? och y = 4/x%. Ledning: 1at u = xy och v = x?y.

fz// &+ ylIn e — y| dedy,
K

dar K ar omradet |z| + |y| < 1.

6. Berakna



XIII. Trippelintegraler

1. Berakna
1 T Ty
/ / / dzdydzx.
0 z2 Jo
2. Beréakna
1 2z T+y
/ / / 2xy dzdydzx.
0 T 0
3. Berakna
1 x T
/ / / (x + 22) dzdydzx.
0 Jz2 Jo
4. Berakna

[ @+ 2) dzayas,

dar € ar den kub som definieras av 0 <x <1, 0<y<loch0<z< 1.

/// x dzdydzx,
Q

dér Q ar omradet, som definierasav 0 < 2 < 1,0 <y < 1—xoch 2y < z < 1+y2%

/// rz dzdydz,
Q

déar € ar den kropp, som begransas av planen x +y + 2z =1, x =0, y = 0 och
z = 0.

5. Berakna

6. Berdkna

7. Berakna

/// r?ye™* dzdydz,
Q

déar © ar den kub som definieras av 0 <2 <1, 0<y<loch0<z<1.



10.

11.

12.

15.

1.

Berakna vardet av trippelintegralen

///K f(z,y, 2) dzdydz,

dar f(z,y,2) = xysinz och K &rkuben 0 <z <7, 0<y<moch0<z<m.

/// ze® dxdydz,
E

dér F dr omradet £ = {(x,y,2) :0<2<1,0<y <22,0<x<z+2}

1 z Y )
/ / / ze ¥ dxdydz.
0o Jo Jo

Berakna trippelintegralen

Berakna integralen

Berédkna

/// (1+1+1) drdyd:,
K\ Y =

da K arkuben 1 <z <a,1<y<aochl<z<a.

/// 23 sin 2 cos z dedydz,
K

da Kgesav0<x <1, —-1<y<loch0<z<m/2

Berakna

Berakna vardet av trippelintegralen

///T [y, 2) dedydz,

dar f(z,y,z) = 2z 4 3y och T &ar tetraedern i forsta oktanten, som begridnsas av
koordinatplanen och 2z + 3y + z = 6.

Berakna vardet av trippelintegralen

///s flz,y, 2z) dedydz,

dar f(x,y,2) = z+y och S ar omradet mellan ytorna z = 2 —z? och z = 2?2 fran
0<y<3.



XIV. Funktionaldeterminanter

1.

Funktionaldeterminanten till variabelsubstitutionen r = z(u, v, w), y = y(u, v, w)
och z = z(u,v,w) definieras av

d(z,y, 7) Oy Opx Oy
det LY 2) | 0wy Ovy Ouy|.
d(u, v, w) Ouz Opz Oyz

Berdkna denna da z(u,v,w) = e“7, y(u,v,w) = e*** och z(u,v,w) = e* .
Sambanden mellan cylindriska (7, ¢, 2) och kartesiska (z,y, z) koordinater ges av

T=rcosp, Yy=rsingp, 2=z

Berdkna
o,x O,x O,x
d T © z
detM =10,y O,y 0.y|.
(r,,2) Orz O,z 0.2

Sféariska (7,6, ) och kartesiska koordinater relateras genom x = 7sinf cos g,
y = rsinfsiny och z = rcosf. Beriakna funktionaldeterminanten for 6vergang
fran kartesiska till sfariska koordinater.

XV. Trippelintegraler i cylindriska koordinater

1.

. Berdkna volymen av omradet som innesluts av paraboloiden z = 4 — x

Berakna

2 +y? + %) dedydx
( Yy yaz,
R

dir R ér cylindern 0 < 22 4+ 92 <a? 0< 2z < h.

/// (2% + ) dadydz,
E
dar F ar konen —2 <2 <2, —vV4—22<y<+v4—z2och /22 +y2<2z<2.

Anvand cylindriska koordinater for att berdkna volymen av cylindern som begransas
av 2?2 +y* =4, 2=0o0ch z = 4.

Berédkna

2 2
-y,
planet 2z = 0 och cylindern 2% + y? = 1.

Berakna
/// K/2? 4+ y? dxedydz
E

dar E ar omradet som ligger i cylindern 22 + y? = 1, under planet z = 4 och
ovanfor paraboloiden z = 1 — 22 — 9%



XVI. Trippelintegraler i sfiariska koordinater

1. Lat S vara bollen 22 + y? + 22 < R? och teckna integralen

/ / /S (2% + ) dzdydx,

i sfariska koordinater (observera att dzdydz = r? sin 0drdfdy).

2 + 1% 4 2%) dzdydx
( ) yazx,
B

dar B ar klotet 22 + 2 + 22 < o

2. Bestam

3. Berikna volymen av klotet K : 2% + y? + 22 < R2

4. Massan av en kropp R € R? med densiteten p(z,y,2) ges av

M:///Rp(x,y,z) dadydz.

Berakna massan av klotet R : 22 + 3% + 22 < 9, vars densitet varierar sasom

22

Pey:2) =

5. Berédkna integralen
/// Va2 +y?+ 22
Q

dér Q ar det omrade som ligger innafor klotet 22 + 42 + 22 = 1 och ovanfor konen

z=+/x2+ >



Svar

XII. Avancerade dubbelintegraler

1.

Med den foreslagna substitutionen Gvergar integrationsomradet till rektangeln
E :0<u<3,1<wv<4. Anvand sedan sambandet

det 2@29) | _ 1
d(u,v) d(u,v)|’
det
d(z,y)
for att berdkna
d dud dud
dudy = |det WY | gy = Audv _ dudv I~ 1| dudv.
d(u,v) det d(u,v) 11
d(z,y)| |1 —2

Saledes blir den sokta integralen

// dxdy—// v-v dudv_ //——1dvdu
T —2y /

:—/(uln4 3)du=1n2—1.
9 Jo

Mll = 1/12, M23 = 1/24 och 511 =1

Vi infor polara koordinater x = r cos ¢ och y = rsin . Integrationsomradet ges
ava <r <boch 0 < ¢ <27 Funktionaldeterminanten blir som vanligt r, vilket

ger
2 b
J:// ydmdy—// 2ng0d7“:/ dgp/re
0 a
—2%[ 26 L—W(@‘“Q—e_bQ).

. Linjen mellan (0,0) och (1,2) ges av 2z —y = 0, mellan (1,2) och (2,1) av

x +y = 3 och mellan (2,1) och (0,0) av z — 2y = 0.

Dela sedan T i bitarna T) och T3, déar T &ar triangeln som begréansas av (0,0),

(3,1) och (2,1). Notera att detta automatiskt bestaimmer T,. Totala integralen

I ar summan av integralerna Iy och Iy over respektive triangel. Vi har saledes

1 2y
Ilz//ydmdy:/y(/ d:v)dy:%,
T 0 y/2
2 3—y
]2://ydxdy:/y(/ dx)dyzl,
Ty 1 y/2
3

dvs. I:]1+IQZ§



5. Arean ges av integralen

Il ],

dir D: 1 <zy <2, 2 < 2% < 4. Med variabelbytet u = 2y och v = 2%y vergar
omradet D till rektangeln D’ : 1 < u < 2, 2 < v < 4. Vidare har vi

d(z,y)
d(u,v)

det

d(x, y)
d(u,v)

dudv,

d(u,v)
d(z,y)

och arean av D ges alltsa av berakningen
dud 2 4 d 2
//dwdy:// uv:/du/—U:/(ln4—ln2)du:ln2.
D v 1 2 U 1

6. Vi noterar att integranden &r positiv pa hela K, dvs. den byter inte tecken. K
begransas av linjerna z+y = +1 och x —y = £1, varfor det ar lampligt att infora
u=x+yochv=ax—y. Det nya omradet K’ i variablerna (u,v) begrédnsas av
linjerna v = +1 samt v = £1. Vidare har vi

y
2ay 2’

det

=2’y =—v = ‘det

dz,y) 1

dlu,v) 2

det d(u,v) ‘1 1

_ — 2 = det
d(z,y) 1—J -

och erhaller saledes

dud 1 [t 1
f:// |a:+y|1n|:v—y|da:dy:// | In |o] = ”:—/ Iuldu/ In o] dv
K K’ 2 2 -1 -1

1 1
:/ 2udu/ lnvdv:[vlnv—v]é:—l,
0 0

dar vi anvant att lim,_ovInv = 0.

XIII. Trippelintegraler

1 prx pay 1 px Ty
/ / / dzdydx:/ / (/ 1dz) dydx
0 z2 JO 0 z2 0
1 x 1 T 1 y2 x
:/ / [z]gydydx:/ (/ :Uydy) dx:/ x[—} dx
0 2 0 2 0 2 22
1 72 e 24 26 1 1
[+ (3-5) =[5 1) -

1. Losning



2. Losning

2x 2x
/ / / 2xy dzdydz —/ / [22y2]g ™Y dydx
// 2xy(x + y) dydx—// (22%y + 229?) dydx

:/O [:L“y +23yL dx:/( 2(20)? + 2a(2)?) — (o) + oY) da

0
1 571
23
- [z [5] -
0 0

1/10
3/2
1/10
1/120
e—>5/2

/// a:ysinzdzdydx:/ xdz/ yd:p/ sinzdz = 72/2-7%/2-2 = 7 /4
K 0 0 0

9. 2¢*(e — 2) — 2/3. Borja med att integrera m.a.p z, sedan y och sist z. Anvénd
partialintegration pa z-integralen.

ST I I A

10. Losning

/ / / ze ¥’ drdydz —/ / xze y dydz —/ / yze v dydz
:/ [——zey] dz-/ (zez—z)dz:%[%e_z#— z} =1t
0 0 0

11. 3(a —1)%*Ina
12. 1/4

13. Tetraedern T begransas av planen z = 0, y = 0, 2 = 0 och 2x+3y+ 2z = 6. Detta
medfor att 0 < z < 6 — 3y — 2z. Projektionen av T' pa planet z = 0 innesluts av
linjerna y = 0 och 2z 4+ 3y = 6 dér 0 < x < 3. Integralen av (2z + 3y) 6ver T'

ges darfor av
3 r2-2z/3 p6—22—3y
/ / / (2x + 3y) dzdydx = 18
0o Jo 0



14. Ytorna z = 2 — 2% och z = 2? skir varandra langs linjerna z = 1 och z = —1.
Integralens grinser ar darfor 0 <y <3, =1 <2 <1 och 2? < 2z <2 — 22, vilket

ger
3 p1 p2-2?
/ / / (x 4+ y) dzdzdy = 12
0 J—-1Ja2

XIV. Funktionaldeterminanter

1. Funktionaldeterminanten ar absolutbeloppet av determinanten av Jacobianen

d(z,y,2) Oyt Oy Oy evr  —eumv 0
det d 'Y, _ LY avy awy — eu+v eu+v O — 263u+v+w
(U, v, w) auz 81,2’ awz eu+v+w eu—l—v—f—w eu—l—v—f—w
2.
d(z.y, Orx O,x O, cosp  —rsing 0
det y =10,y O,y 0O.y|=|sing rcosp O0O]=r
(7., 2) Orz 0oz 0,2 0 0 1
3.
Orx Opxr Opx sinfcosy rcosfcosyp —rsinfsing
Oy Opy O,y| = |sinfsing rcosfsing rsinfcosp | =r*sinf
Orz Ogz 0Opz cosf —rsinf 0

XV. Trippelintegraler i cylindriska koordinater

1. Enligt den forsta olikheten 0 < 2% + y? < a2, éar cylindern parallell med z-axeln
med mittpunkt i origo och radie a. Den andra olikheten 0 < z < h begransar
cylindern i hojdled. Eftersom omradet ar rotationssymmetriskt kring z-axeln
beskrivs det enklast med cylindriska koordinater

0<z<h, 0<p<2r, 0<r<a.

/// (2% + y* + 2*) dedydz = /// (r* + 2*)r drdedz
2m 2m
/ dgp/ dz/ r? 4+ 22 rdrdgodz—/ dgo/ dz 7’ + 3 227"2]0
2
/ d(p/ za +122a2)d22/ dgp[ atz 4 1 z3a2}g
0

:/0 (La*h+ La®h®) dp = L ma®h(3a® + 2R7).



2. Projektionen av E pa planet z = 0 &r cirkelskivan 22 4+ 3? < 4. Den undre ytan
av I beskrivs av z = /22 + y? och den Ovre av planet z = 2. Konen beskrivs
enklast i cylindriska koordinater x = rcos¢, y = rsiny och z med 0 < r < 2,
r<z<2och0<p<2r. M.h.a. sambandet dxdydz = r dzdrdy fas integralen

///a:+y d:vdydz-/ / / (2% 4+ v?) dzdydx
_9J_ m2+y
2m
/ / / -rdzdrdy = —7r

3. 16w

4. Olikheterna for omradet som innesluts &ar i cylindriska koordinater 0 < r < 1,
0<@p<2roch0<z<4—r% Vifar

///dxdydz—/ // ' dedrdip = // 4= ) drdy
:/0 22— 141! dyp = /Ogdgo:g

5. 12K7/5
XVI. Trippelintegraler i sfiariska koordinater

1.

T R
/ / / (r® sin® @ cos® ¢ + r? sin® @ sin® ) r* sin 0 drdfdep
2T i R
= / / / r*sin® 0 drdfdye
o Jo Jo

2. Eftersom klotet 2% + y? + 22 < a? &r helt rotationssymmetriskt infor vi sfiriska
koordinater x = rsinf cos @, y = rsinfsin ¢ och z = rcosf. 1 dessa koordinater
beskrivs klotet sasom 0 < ¢ <27, 0 <6 <7, 0 <r < a. Volymselementet ar
dxdydz = r?sin Odrdfdy och x2 + y? + 2% = r?, vilket medfor att integralen blir

2T pmo opa
/// (2% + y* + 22) dodydz = / / / r* sin Odrdfdy
2
/ / 1 5 sm@d@dcp é / / sin 6 dfdy
=ia / [—cosO)fdy = 1 5/ 2dp = ima®.
0 0

10



3. Totala volymen av en kropp K fas genom att dela in denna i infinitesimalt sma
kuber med volymen dxdydz och sedan summera over dessa m.h.a. integraler. I
vart fall &r K klotet 22 +1y? 422 < R?, vilket enkelt beskrivs i sfiariska koordinater
x=rsinfcosp, y =rsinfsiny och z =rcosf, dir 0 <r < R, 0 <6 < 7 och
0 < ¢ < 27. Volymen av klotet blir alltsa

2r pm R 4 3
V= /// dzdydz = / / / r?sin 0 drdfdyp = mh .
K o Jo Jo 3

4. 6m

5. Infor sfariska koordinater. Klotet och konen far da ekvationerna r = 1 respektive
0 = /4 och integrationsomradet {2 bestdms av olikheterna 0 < r < 1,0 <60 <
/4,0 < p < 2m. Alltsa ar

/// \/$2+y2+22d$dyd2’:///T-TQSiHQdengO
Q

Q

2m /4 1 - 2 /2
:/ d(p/ Sinedﬁ/ T3d7’=z[—0089}0/4:u.
0 0 0 2 4
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