PROBLEM

XX. Gauss’ sats i planet

/F~nds://V~Fdxdy,
r Q

i specialfallet att F' = (z,y) och I' randen av enhetskuben Q: 0 < z,y < 1.

1. Verifiera Gauss’ sats

2. Givet kurvorna s; = (t,t — %) och s = (1 —¢,0) med 0 < ¢ < 1.

a. Berdkna tangentvektorn s'(t) till kurvorna.

b. Anvind §'(t) for att berdkna enhetsnormaler till s; och ss.

Tips: en enhetsnormal n = (ny,ns) ar vinkelrdt mot tangentvektorn, dvs.
skalarprodukten mellan dem ar 0. Vidare skall n vara normaliserad, sa att

In]l = 1.
/F-nds+/ F -nds,
S1 52

c. Berakna kurvintegralen
dar F' = (x1,0) ar ett givet vektorfélt och n utatriktad enhetsnormal fran det
omrade som s; och sy omsluter.

// V. FdIldl’g,
Q

dar F' = (x1,0) och Q omradet som s; och sy omsluter.

d. Berakna dubbelintegralen

3. Kurvorna v, = (t,sint) och v = (7 — ¢,0) med 0 < ¢ < 7 innesluter ett omrade
2 i planet. Anvéind Gauss’ sats for att berdkna

/F-nds—l—/ F-nds,
71 Y2

under forutsattning att n ar utatriktad enhetsnormal till  och F' = (— 1—19?, yz).

4. Antag, att F' = (2z, —y) och att  &r cirkelskivan, som omsluts av enhetscirkeln
I' = (cost,sint), 0 < t < 2m. Beteckna den utatriktade enhetsnormalen fran €
med n och verifiera Gauss’ sats

/F-nds://V~Fdxdy.
r Q



5. Lat T vara triangeln med hérn i (0,0), (1,0) och (0,1) med moturs orienterad

rand C. Berdkna m.h.a. Gauss’ sats

/F-nds,
c

dar F = (2%e%, —xe?). Kontrollera svaret genom att parametrisera linjerna,
som bildar randen och berakna kurvintegralen ovan pa vanligt sétt.

XXI. Potentialfalt

1.

Bestam en potential ¢ till faltet u da

a. u(z,y) = (2zy, 2> — y*).
b. u(z,y,2) = (3x2y%z + 2zy, 203yz + 22 + 1, 23y?).
Undersck om vektorfaltet F'(z,y) = (3y + 2z, ) &r konservativt.

a. Undersok om u(z,y) = (y + 2x,z) ar konservativt i R?. Om sa ar fallet,
bestdm dess potential p(z,y).

b. Berédkna kurvintegralen

/u-dr,
r

dar I' &r halvcirkeln s(t) = (2 + cost, 1 +sint) med 0 <t < 7.

. a. Bestdm konstanterna a och b s att filtet F(z,y) = (4z3y — 3by?, 2az* — 3xy)

blir konservativt i R2.

b. Med a och b valda sa att F' blir konservativt, berdkna integralen

/F-dr,
”

dir 7 ges av den slutna kurvan s(t) = (efsin®t, (¢ — 27)v/t) med 0 < ¢ < 27,

Visa, att om ¢ ar potential till u och s(t) en parametrisering av kurvan I", dar
a<t<f, saar

/F w-dr = o(s(8)) — p(s(e)).

Ledning: kedjeregeln %cp(s(t)) = Vo(s(t)) - s(t).



Svar

XX. Gauss’ sats i planet

1. Verifiera innebéar att vi skall visa att hoger och vanster led ger samma resultat.

Gauss’ sats lyder
/F-nds://V~Fda:dy,
r Q

dar I ar randen till enhetskvadraten 2 med utatriktad och normaliserad normal
n. Observera att ) maste inneslutas av I' for att satsen skall géilla. Eftersom
V - F = 2 erhalls HL

1,1
//V-Fdzdy://Qda:dy:Z
Q o Jo

For att berakna VL parametriseras de fyra linjesegmenten som utgor randen
I, tiex. genom I'y = (£,0), I'y = (1,¢), I's = (1 —¢,1) och 'y = (0,1 — )
med 0 < ¢t < 1. Rita figur och sédtt ut beteckningar! Det inses att linjerna
I';, i = 1,2,3,4 har normalerna ny = (0,—1), no = (1,0), ng = (0,1) och
ny = (—1,0). Flodesintegralen 6ver randen blir da

/F-nds:/ F-nds+/ F'nds+/ F-nds+/ F -nds
r r Iy '3 T4

:/ (t,O)-(O,—l)ds+/ (1,t)-(1,0)ds+/ (1—t,1)-(0,1)ds

s

1 1
+/(O,1—t)-(—1,0)ds=0+/ 1dt+/ 1dt 40 =2,
Ty 0 0

dér vi anvént parametriseringarna och att ds = ||I(¢)||dt. HL ar alltsa lika med
VL och Gauss’ sats visad i detta fall.

2. a. Eftersom vi har tva kurvor - den ena en parabel och den andra en rat linje -
far vi tva formler for tangentvektorn. Denna ges alltid av vektorn s'(t), dvs.
i detta tal ar s (t) = (1,1 — 2t) och sy(t) = (—1,0).

b. Normalen n skall vara vinkelrdt mot tangentvektorn s'(¢). For linjen s, ar det
uppenbart att ny = (0, —1) ar vinkelrdt mot s5(¢) = (—1,0) och att ||ny|| = 1.
(Vi kunde ocksa valt ny = (0,1).) Parabeln s;(¢) har s|(t) = (1,1 — 2t), dvs.
tangenten andrar riktning lings med kurvan. Villkoret 0 = n; - s} (t) gor att
vi kan vélja n; = (2t — 1,1) och sedan normalisera till

(2t—1,1)
(2t —1)2 12

ny =



c. Vi anvinder parametriseringarna av s;(t) och so(t)

/ F'ndSZ/($1,O)'n2d8+/($1,0)-n1d8
S1+s2 S1 52
ot — 1,1
= ( ) ds+ [ (21,0)-(0,—1)ds
s2

- /sl(t’o)' Jet—1)2 112
:/1@,0)- ((%_1’1) VI 4 (1= 20)2dt + 0

2 — 1) + 12
1

1 23 12 1
= 2 -t)dt=|="———| ==
JREEEE [3 2]0 L

dar vi anvant att ds = /2 + 2 dt langs kurvan so(t) = (21(t), z2(t)).

d. Vi har divergensen V - F' = 1, vilket ger

1 pzi(l—z1)
// V . Fdill'ldl'Q = // 1dl‘1d£€2 :/ / 1d$1dl’2
Q Q 0 0
2 371

! x1(1—21 ! X xr 1
:/0 [xz]ol(l da, = /0 (1 —2y)dey = {?1 B 31]0 =%

Rita figur sa att integrationsgranserna for 2 blir tydliga. P.g.a. Gauss’ sats
blir svaret som i tidigare deluppgift.

3. Kurvorna s; och sy innesluter ett omrade D, som begransas av olikheterna 0 <
x <moch0<y<sinz. For det givna faltet &r V - F' = 2y, vilket tillsammans
med Gauss’ sats ger

/ F-nds=//V~Fdxdy:/ / deyd:v:/ sin’ x dx
s1+s2 D 0 Jo 0

:/0 1 (1—cos2z)de =1 [z — %sian}g = g

4. Betrakta hoger led i Gauss’ sats. Eftersom F' = (2z, —y) erhalls V- F = 2—1 = 1,

vilket ger
//V'Fdxdy://ldxdyzw,
Q Q

dar vi utnyttjat att den sista integralen betyder arean av omradet €. Vidare har
vi parametriseringen I' = (cost,sint), dvs. tangenten I"(¢) = (—sint, cost) och
normalen n = (cost,sint). Observera att n &r normaliserad och att den pekar ut
fran Q. Vidare har vi ds = ||IV(t)||dt = (cos®t + sin®t)V/2 dt = dt, varfor

2m 2
/F ‘nds = / (2cost,—sint) - (cost,sint) dt = / (2cos?t —sin®t) dt = .
r 0 0
Den sista integralen kan lésas genom att anvinda formlerna cos? t = %(1 +cos 2t)

och sin®t = 1(1 — cos2t). HL och VL ér alltsa lika och Gauss’ sats verifierad i
detta fall.



5. Faltet F' = (z%e® — xe®) ar divergensfritt, V - F' = 2ze? — 2re* = (. Eftersom
kurvan C omsluter triangeln 7" kan vi direkt tillampa Gauss’ sats, vilket ger

/F-ndS://V-Fdxdyzo.
c T

XXI. Potentialfalt

1. a. Potentialen ¢ uppfyller u = V. Med u = (2zy, z? — y*) innebar detta att

dp

“r_9

or ry,
890 2 2
By =z -y

Integration m.a.p. y av den 6vre ekvationen ger ¢ = 2%y + f(y), dar f(y) ar
en funktion som enbart beror pa y. For att bestdmma f(y) deriveras ¢ m.a.p.
y, vilket ger

890 .2 /
Jamforelse av resultat med den undre ekvationen ger f'(y) = —y?, vilket

medfor att f(y) = —4*/3 + C med C konstant. Alltsa ar ¢ = 2%y —y*/3+ C
potential till w.

b. Med u = (3z%y*2+2zy, 223yz+x2+1, 23y*) ges en potential p av ekvationerna

e

9y 9y
ox

% o,
oy '

= 20%yz + 2% + 1, 5, x°y

= 32%y%2 + 2y,

Sista ekvationen ger ¢ = 23y%2 + f(z,y). Anvander vi detta ¢ som ansats i
forsta ekvationen fas 3z2y%2+ f(z, y) = 3x2y*2+2xy, vilket ger f/(z,y) = 2xy
och f(z,y) = 2%y + g(y). Alltsa har vi ¢ = 23y?z + 2%y + g(y). Insittning
av detta i andra ekvationen ger 223yz + 22 + ¢/'(y) = 223yz + 2® + 1. Vi far
saledes ¢'(y) = 1 och didrmed ¢g(y) = y + C, dér C' ar konstant. Den sokta
potentialen ar ¢ = x3y?z + 2%y +y + C.

2. Berikning ger V x F' = (0,0, —2), dvs. filtet ar inte konservativt eftersom det
inte uppfyller det nédvandiga villkoret att dess rotation skall vara noll.

3. a. Ett tillrackligt villkor for att ett falt u skall vara konservativt ar att V xu = 0
pa en konvex mingd. Vart filt u = (y+ 2z, z) och omrade R? uppfyller detta,
varfor u ér konservativt. Potentialen ¢ maste uppfylla u = Vi, dvs.

Iy

EA) 92 _ 1.
Ox y+ ez, oy *



Genom att integrera den andra ekvationen m.a.p. y fas ¢ = xy + f(x). For
att bestdmma f(z) deriverar vi m.a.p. z, dvs.

0
a—i =y+ f(z)

och jamfor med den forsta ekvationen. Om denna skall vara uppfylld maste
y+ f'(x) =y + 2x, vilket medfor att f(z) = 22 + C med C konstant. Saledes
ar ¢ = xy + 22 + C en potential till u. Kontrollera att Vi = u!

b. D& u ar konservativt sa dr varje kurvintegral i R? oberoende av vigen. Det
racker alltsa att veta en potential till u samt start- och slutpunkt for att
berdkna integralens viarde! Med t € [0, 7| fas

/F u-dr = p(s(m)) — p(s(0)).

Fran tidigare deluppgift vet vi att o(z,y) = zy + 22 + C, vilket kan skrivas
o(t) = (24 cost)(1 +sint) + (2 + cost)? + C. Saledes blir integralen

/u-dr = (2+cosm)(1+sin7)+ (2 +cosm)> + C
r

—(2+cos0)(1 +5sin0) — (24 cos0)* — C =2 — 12 = —10.

4. a. R? ar en konvex mangd, varfor faltet F(z,y) = (423y — 3by?, 2ax* — 3zy) ar
konservativt om V x F' = 0. Vi har rotationen

V x F = (0,0, 8ax® — 3y — 42® 4 6by),

s att valet @ = b = 5 ger ett virvelfritt falt i hela R?.

b. Eftersom F ar konservativt, sa ar integralen oberoende av vagen och beror
endast pa kurvans start- och slutpunkt. Dessa sammanfaller eftersom v &r en
sluten kurva. I detta fall kan vi ta punkten (0,0). Antag nu att ¢(t) &r en
potential till F. Da géller

[ Fdr = pt2m) = (0) = (0,0 = (0,0 =0,

Observera att detta resultat géller generellt for konservativa félt och slutna
kurvor.

5. Med §'(t) = (O, Oyy), dvs. med dr = (dz, dy) erhalles

/ru~d7’:/a u(s(t)) - s'(t)dt = /Vgp s'(t) dt

:/a (Zi%f+3i§?>dt—£  p(s(0) dt = () — (o).



