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1. Lat rummet V}, av kontinuerliga styckvis linjidra funktioner pa en indelning 0 = 2y <
x1 <---<xy=1av (0,1) vara givet.

(a) Definiera L?-projektionen P,g € V}, av en given funktion g. (1p)

(b) Definiera L?(0, 1)-normen och berdkna ||2°||12(0,1)- (1p)

(c) Formulera och bevisa en uppskattning av felet g — P,g i L?(0,1)-normen. Férklara vad
som hénder med felet da indelningen av (0, 1) gors finare. (4p)

(d) Hérled ett ekvationssystem som bestammer P,g. (2p)

(e) Uttryck elementen i matrisen i termer av noderna 0 = zp < z; < --- < xy = 1. (2p)
(f) Lat ¢ = 2% Anvind nodkvadratur for att approximera elementen i matrisen och
hogerledet. Hur 16ser man enklast det resulterande ekvationssystemet? (2p)

2. Lat Q C R? vara ett (polygon)omrade och f en funktion definierad pa Q.

(a) Beskriv vad en triangulering av € &r. Rita en figur. (1p)

(b) Ange en formel for beréikning av [, f(x,y) dzdy genom att anvéinda mittpunktskvadratur
pa varje triangel. Uttryck alla kvantiteter, som beror av triangeln, i termer av koordina-
terna a',i = 1,2, 3 for triangelns horn. (3p)

(¢) Lat © = (0,1) x (0,1) och f(z,y) = xy. Beriikna approximativt [, f(z,y) dzdy for den
triangulering med fyra lika stora trianglar som fas genom att inféra en nod i (1/2,1/2).
Hur stort &r felet? (3p)

Kommentar: Med mittpunktskvadratur avses har den en-punktsformel som anvinder tri-
angelns tyngdpunkt som kvadraturpunkt, men om du vill kan du alternativt anvinda den
tre-punktsformel som anvénder triangelsidornas mittpunkter som kvadraturpunkter.

3. (a) Lat g(z,y) = 23 siny. Berikna dg/0x, 0*g/0xdy, Vg och Ag. (2p)

(b) Lat Q = {(z,y) € R? : 224+y? < 1,z > 0}. Lat randen 99 = T';UT'y med T’y linjestycket
mellan (0, 1) och (0, —1) och Ty = 9Q\ I'y. Bestim f, gp, och gy s& att u(x, y) = 2% + y>
ar en l6sning till ekvationen:

V- 1+x)Vu=f 14, (1)
U= ¢gp pé F1> (2)
—n-(1+x)Vu=gy palsy, (3)

dér n betecknar den utdtriktade enhetsnormalen pa I's. (3p)
4. Betrakta problemet: Finn u = u(x, y) sa att

—V-aVu=f 14, (4)
—n-aVu=y(u—gp)+gy pa O (5)



a) Ange vad Q,90Q, a, f,v,9p, gn,n, och V ar. (2p)

b) Ange en variationsformulering av problemet. (2p)

¢) Formulera en finit element-metod baserad pa variationsformuleringen i (b). (2p)

d) Antag att a > 0 och v > 0. Visa att finita element-lésningen U &r entydigt bestamd.
Vilken slutsats kan du dra om existens av U (motivera vil)? (2p)

(e) Beskriv hur man kan approximera randvillkoret © = gp med hjilp av (5). (2p)
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5. Lat K vara triangeln med horn Ny = (0,0), No = (2,0) och N3 = (1,1).
(a) Beriikna analytiska uttryck for element-basfunktionerna \;(z, y), ¢ = 1,2, 3, for rummet
P(K) av linjira funktioner pa K, definierade av att

e )\, ar linjar pa (2,
e 0, ©i#j.
(b) Visa att en linjar funktion, definierad pa K, kan skrivas pa ett entydigt sétt som en
linjirkombination av {\;}. (2p)
(c) Berékna integralen

/aK(TL . V>\1)>\2 ds. (2p) (6)

6. (a) Beskriv en adaptiv finit element-algoritm. (2p)
(b) Beskriv Rivara-forfining av en triangulering. (2p)

7. Betrakta problemet

2 (1) + (1) for 0 <t <T,

t
£(0) =2.

(a) Los problemet analytiskt. (2p)

(b) Formulera framat och bakat Euler for problemet. (2p)

(c) Lat T' = 1 och dela in (0,1) i tva lika langa intervall. Berdkna en approximation av
€(1) med hjélp av bakat Euler. Hur stort dr felet? (Du kan rikna med tva decimaler och
dérvid ha nytta av approximationen exp(—i) ~ 0.78). (2p)



