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1. Lat rummet V}, av kontinuerliga styckvis linjara funktioner pa en indelning 0 = 2y <
r1 <---<zxy=1av (0,1) vara givet.

(a) Definiera interpolanten g € V}, av en given funktion g. Rita en figur som illustrerar
definitionen. (1p)

(b) Formulera och bevisa en uppskattning av interpolationsfelet i L>°(0, 1)-normen. (5p)
(c) Formulera motsvarande uppskattning i L?(0, 1)-normen. (1p)

(d) Antag att intervallet (0,1) delas i N lika langa delintervall och 14t g(x) = 2%, « € R.
For vilka a kan du fran interpolationsfeluppskattningar dra slutsatsen att vi far konvergens
av andra ordningen i L>(0, 1) respektive L?(0,1)? (2p)

2. Lat en funktion f vara definierad pa intervallet I = (0, 1).

(a) Ange en formel for berdkning av [, f(z) dz genom att dela in I i N lika langa delintervall
och anvinda mittpunktskvadratur pa varje delintervall. (2p)

(b) Lat f(z) = 1/(1 +z). Berdkna approximativt [, f(x) dz med hjilp av formeln i (a) for
N =1,2 och 3. (2p)

(c) Lat N = 1 och visa att mittpunktsformeln &r exakt for linjira funktioner f(z) = a+ bz,
a,b € R. (2p)

(d) Hur anvéinds kvadratur i en implementering av finita element-metoden? (1p)

(e) Skriv upp mittpunktsformeln pa en triangel 7 med horn o’ = (af, ab) € R?, i = 1,2, 3.
Uttryck alla kvantiteter, som beror av triangeln, i termer av %, i = 1, 2, 3. Kommentar: Med
“mittpunktsformeln” avses hir den en-punktsformel som anvéinder triangelns tyngdpunkt
som kvadraturpunkt, men om du vill kan du alternativt skriva upp den tre-punktsformel
som anvinder triangelsidornas mittpunkter som kvadraturpunkter. (2p)

3. (a) Lat g(z,y) = 22 + zy + y3. Beriikna 0%¢g/0x0y, Vg och V - (zyVyg). (2p)

(b) Lat €2 vara triangeln med hérn b' = (0,0), b* = (2,0) och b* = (0,1). Lat randen
00 =T, UT'y U3 med I'y linjestycket mellan b' och b2, I'y linjestycket mellan 4% och b2,
och I's linjestycket mellan b' och b3. Bestim f, gp, och gy s& att u(z, y) = 22 + y? ér en
16sning till ekvationen:

—Au=f 19, (1)
—n-Vu=gy paliUly, (2)
u=gp pals, (3)

dar n betecknar den wutdtriktade enhetsnormalen pa randen. (3p)
4. Betrakta problemet: Finn v = u(z, y) s& att

—Au=f iQ, (4)
u=0 pa o, (5)



dar Q C R? 4r ett givet omrade, och f = f(z, y) en given funktion definierad pa .
(a) Ange en variationsformulering av problemet. (2p)

(b) Formulera en finit element-metod baserad pa variationsformuleringen i (a). (2p)
(c) Visa att

/LV(U—U)'VUd$dy:0, (6)

for alla v € V. (2p)

(d) Definiera L*(Q)-normen ||g||z2(0) av en funktion g. Berdkna ||g||r2(0) da Q = (0,1) x
(0,1) och g(z, y) = zy. (2p)

(e) Formulera och bevisa en a priori-feluppskattning for finita element-metoden i (b). (4p)

5. Lat  vara samma triangel som i problem 3(b). Infér nodnumreringen N; = b' = (0, 0),
Ny =b? = (2,0) och N3 =b* = (0,1).

(a) Beriikna analytiska uttryck for element-basfunktionerna \;(z, y), ¢ = 1, 2, 3, for rummet
P(Q) av linjira funktioner pa Q, definierade av att

e ), dr linjir pa €2,
_J L=y
(b) Berdkna element-styvhetsmatrisen A = (ay)? ;_, med a;; = [[, VA; - VAidz dy. (3p)
6. (a) Beskriv en adaptiv finit element-algoritm. (2p)
(b) Beskriv Rivara-forfining av en triangulering. (2p)
(

c) Antag att triangel K3 i trianguleringen i Figur 1 skall forfinas. Rita den triangulering
som du erhaller ifall du gor Rivara-forfining. (1p)
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Figur 1: Den ursprungliga trianguleringen i Problem 6(c).

7. Beskriv en algoritm for att 16sa systemet av ordinéra differentialekvationer
ME(t) + AE(t) =b(t) for0<t<T,
£(0) =¢°,
med bakdt Euler. (4p)



