Matematik Chalmers
Tentamen i TMV035 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del A, 2004-10-20 f V

Telefon: Erik Svensson 0739 779268
Inga hjialpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Varje uppgift ar vard 10 poédng, totalt 50 poéng. Skriv vil, motivera och forklara vad du gor;
endast valformulerade 16sningar ger full poéng!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40—

Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Réttningsprotokollet anslas pa kursens
hemsida och i Matematiskt Centrum.

1. Innehallet i filerna bisect.m och f.m finns pa baksidan av detta blad.
(a) Redogor for vad som utfors efter foljande kommandorad i MATLAB: (6 p)

>> intervall=[0,2]; tolerans=0.5; y=bisect(intervall, tolerans)

Ga igenom programmen steg for steg och redovisa allt, varje villkor, varje siffra som beriknas.
(b) Samma uppgift for kommandoraden (2 p)

>> intervall=[0,2]; tolerans=0.5; y=bisect(tolerans, intervall)
(¢) Samma uppgift for kommandoraden (2 p)
>> help bisect

2. (a) Los ekvationssystemet Az = b med (6 p)
1 2 3 6
A=12 3 4| och b=|9
3 4 6 14

(b) Lat a1, as, as beteckna kolonnerna i matrisen A. Utan att 16sa systemet Az = b ge ett villkor
pPa a1, as, a3 som garanterar att systemet har unik 16sning och avgor om detta villkor dr uppfyllt

i detta fall. (4 p)
3. (a) Definiera begreppet deriverbarhet f6r en funktion f: R — R i en punkt z. (3p)
(b) Visa produktregeln for derivata med hjélp av definitionen. (4p)
(c) For heltal n géller att D(2™) = na™ 1. Visa att det dven giller att D(a") = ra"~! for rationellt
tal r. (3 p)
4. Betrakta funktionen 1
9@ ==

(a) Visa (direkt med hjilp av definitionen) att g dr Lipschitzkontinuerlig pa intervallet [—1, 1] och
bestdm en Lipschitzkonstant f6r g pa detta intervall. (6 p)
(b) Ar g Lipschitzkontinuerlig pa intervallet (0,2)? Motivera Ditt svar. (4 p)

5. Betrakta systemet
zo(ad +1) =3,
xg(xl — $2) =—1.

Utfor ett steg av Newtons metod pa detta system med startvirde z = (1,2). (10 p)



Filen bisect.m innehaller:

function x = bisect(int, tol)
% bisect - bisection algorithm for the scalar equation f(x) = 0

%  Syntax:

% x = bisect(int, tol)

%  Arguments:

% int - 2-element vector specifying an interval int = [a, b]
% tol - a tolerance

% Returns:

% X - an approximate solution in the interval int = [a, Db]
.
a = int(1);

b = int(2);

fa = f(a);

fb = £(b);

while (b - a > tol)
x = (at+b)/2;
fx = £(x);

if (fa * fx < 0)

b = x; fb = £fx;
else
a = x; fa = fx;
end
end

x=(a+Db)/ 2;

Filen f.m innehaller:

function y=f(x)
y=x"2-2;
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TMVO035 Analys och linjar algebra K Kf Bt, del A, 2004-10-20 f V. L6sningar.

1. (a)
Vi kommer in i programmet bisect.
int=[0,2], tol=0.5

a=0, b=2,
Vi kommer in i programmet f.
x=0, y =-2

Programmet f slutar.

fa=-2, pa samma vis beriknas fb=2

while

b-a=2, villkor: 2 > 0.5 sant

x=1, i programmet f beriknas fx=-1,

if

fa*fx=2, villkor: 2 < 0 falskt, a=1, fa=-1

end if

end while

while

b-a=1, villkor: 1 > 0.5 sant

x=1.5, fx=0.25,

if

fa*fx=-0.25, villkor: -0.25 < 0 sant, b=1.5, f{b=0.25

end if

end while

while

b-a=0.5, villkor: 0.5 > 0.5 falskt

while loopen slutar

x=1.25

Programmet bisect slutar.

I kommandofonstret: y=1.25

(b) bisect stoppar genast med ett felmeddelande om att int(2) inte ér definierad.

(¢) T kommandofénstret ser vi

bisect - bisection algorithm for the scalar equation f(x) = 0
Syntax:
x = bisect(int, tol)
Arguments:

int - 2-element vector specifying an interval int = [a, Db]
tol - a tolerance

Returns:
X - an approximate solution in the interval int = [a, D]
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2. (a) Med hjilp av Gauss eliminationsmetod berdknar vi en unik 16sning
2

(b) Villkoret &r V' (a1, a2, a3) # 0. Hér far vi
V(al,ag,ag) = |CL1 cag X &3| = |(1,2,3) . (2,0, —1)| =1 75 0.

3. (a) Se boken kap 23.4. (b) Se boken kap 24.3. (c¢) Se boken kap 24.10.

4. (a)
B B B —3) —ml}_} xl—xQ
l9(w1) = g2 ‘4—3:% 4— 3:2} } 4—122)(4—22) 4—a2)(4—23)
(@ —x2) (21 + 22) |71 + 22|
‘ 5 5 ’ |x1 — xal.
(4 —a7)(4 —a3) 14— |4 — 23]
|1 + o

Vi far en uppskattning av kvoten for x1, 29 € [—1, 1] genom att maximera téljaren

och minimera ndmnaren var {or s|1ié ~ el -l
[Ty + 22| < Joi| + 22| S 141 =2,
4—a2?|=4—21>4-1=3, [4—23|=4—22>4—-1=3,
|4 —af| |4 - 23] > 9,
% < ; Vo1, z € [—1,1].
Alltsa dr g Lipschitzkontinuerlig med Lipschitzkonstant L, = 2/9 pa intervallet [—1, 1].
|z1 + 22

—blh
d—a|a—az]

(b) P& intervallet (0,2) kan nimnaren bli hur liten som helst och kvoten

stor som helst och g dr dérfor inte Lipschitzkontinuerlig pa detta intervall.
5. Vi definierar funktionen (o )
| @i +1) -3
fla) = {mz(xl —x2)+1

sa att ekvationssystemet kan skrivas f(z) = 0. Jacobimatrisen &r
2 3
Df(x) = [3%@ 2} +1 }

X9 xr1 — 2(E2 ’
Forsta steget av Newtons metod blir nu som foljer.
Evaluera Jacobianen och residualen:

A=Df(1,2) = [g _23] b= —f(1,2) = {‘11]

Los det linjériserade ekvationssystemet med Gauss eliminationsmetod:
— 6h1 + 2hy = —1, L
Ab=b, [0 2| = 7Y, L h=|"2%|.
2 —3 h2 1 2h1 - 3h2 = 17 11

Uppdatera z:
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