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Vecka 3 Raknedvning

1 Kapitel 15

1.1 Uppgift 15.2

Suppose that x and y are two real numbers, whose truncated decimal expansions are given by
the sequences {x;} and {y;}, respectively. Use (7.14) and (15.4) to obtain estimates on the
following differences.

(@) (= +y) = (zi +y)l

Triangelolikheten (TO) &r ett bra hjalpmedel i samband med vissa uppskattningar. Tipset i
(7.14) introducerar en variant av TO [till skillnad fran den i uppgift 5.16(d)]:

la —b| <|a|]+[b], Va,beR. (1)

Bevisforingen ér densamma som for TO [ersétt endast b med —b i 5.16(d) — gor det som en
ovning]. Ytterligare far vi veta fran (15.4) att

lo —z;) <107%, fori=1,2,..., (2)
vilket mahénda inses lattare via ett exempel.
Exempel. Med z =9/8 = 1.125 far vi for x; = 1.1 att
|z — 21| =|1.125 — 1.1 = 0.025 < 107,

efter direkt berékning.

Genom att i tur och ordning tillimpa (1)—(2) fas

Iz +y) — (v +3)| = [(x — 2i) — (yi — y)|
<o — o) + |y — yil
<1074+ 107 =2-107",

varfor var uppskattning tydligen blir

x+y:$i+yii2-1072’.

(b)  [zy — ziyi
Vi far en nyttig ledtrad i omskrivningen

zy — iy = (v — 2)y + (y — vi) s, (3)
eftersom faktorerna x — x; och y — y; avtar med i. Da {z;} och {y;} &r konvergenta vet vi att

lim z; =z, limy; =y,
1—00 1—00
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och far darfor

lvy — ziyi| = [( — z3)y + (y — vi) 2]
<z =zl [yl + ly — il |74,

via TO. Sedan fortsitter det t.ex. med

| — il [yl + |y — yil |s] <1077 |y| + 107" |z
=107 |y| + 107" |(z; — x) + 2|
<1077yl + 107" (|2 — ] + [a])
<107 |y| + 1074107 + |z)
=107"(y| + |=[) + 107,
enligt (15.4), omskrivningen x; = z; — x + x, TO samt &nnu en gang (15.4). Ddrmed har vi

hérlett en uppskattning av |y — z;y;| i termer av data x och y, vilket sannolikt &dr det bésta
man kan hoppas pa. O

1.2 Uppgift 15.6

Let x be the limit of the sequence of rational numbers {x;}, where the firsti—1 decimal places
of x; agree with the first i — 1 decimal places of \/2, the i:th decimal place is equal to 3, and
the rest of the decimal places are zero. Is x = /27 Give a reason for your answer!

Den givna foljden kan utskrivet antas vara
{@i}2, ={1.30---,1.430--- ,1.4130--- ,1.41430--- ,1.414230--- ,...},

som #r att jamfora mot /2 = 1.41421356---. For i dr tydligen de forsta 4 — 1 decimalerna
"korrekta” (i den mening att de Gverensstimmer med motsvarande decimaler i utvecklingen
av v/2). Ju hogre 4 riknas upp desto mer lika blir talen z; och v/2. Alltsa kan man givet ¢ > 0
alltid vilja ett tillréickligt stort N = N (e) sa att

@
]xN - \/5( < 101N <,

genom att t.ex. titta n > N =1 — log(e) tal bort i féljden. Enligt definitionen av grénsvérde
foljer da
= lim z; = V2,

1—00

och svaret pa uppgiftsfragan blir "Jal!”. O

1.3 Uppgift 15.11

Show that the following sequences are Cauchy sequences.
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© {st)

Vi inleder med en definition.

Definition 1.1 (CAUCHYFOLJD). En filjd {xi}:2 | sigs vara en Cauchyféljd om det for
alla € > 0 finns ett naturligt tal N sa att

En Cauchyf6ljd innehaller — i nagon mening — tal som blir mer och mer lika varandra ju
langre bort i den man tittar. Att pavisa (4), dvs. besvara huruvida en f6ljd dr en Cauchyfoljd
eller inte, liknar ungefir vad vi gjorde i samband med grénsvirden.

Vi utgar fran (4) och bildar differensen i vénsterledet (VL):
| ‘_‘(3j+1)i—(3i+1)j‘ ‘ 1—7
3i+1 3541 Git+1)(3) +1) (Bi+1)(3j +1)

efter omskrivning pa gemensamt brakstreck samt forenkling. Om vi t.ex. antar att j > i (eller
omvént med samma resultat), dir j = N + « (lat a € N) och i = N, foljer det

I

11— «

(3i+1)(3] + 1)‘ T BN+)BN F+a)+ 1]

vilket ger en foljd med gransviardet 0 nir N — oco. Med andra ord maste { } vara en

Cauchyfoljd (oavsett hur litet € &r kan vi alltid finna ett N = N(¢) sa att (4) &r uppfylld).

En enkel uppskattning av N ges av

o < @ N> 1 /o
€ —. /=
BN+ 1[B(N+a)+1] — 9IN2 — —3V e’
dar endast ndmnarens dominanta term tagits med. O

1.4 Uppgift 15.12

Show that the sequence {12} is not a Cauchy sequence.

For att 16sa uppgiften anvénder vi ett s.k. motsatsbevis. Hér antas ett pastaende vara sant,
varpa, i bésta fall, motsatsen kan visas. Alltsa forutsitter vi till en borjan att {22} satisfierar
(4). Men da ska ocksa

i — 5% = {lat tex. i= N+1,j = N} = |(N + 1) = N?| = |2N + 1],
vilket strider mot antagandet, ty for e < 3 fas att
2N +1<e,

eftersom N &r ett naturligt tal. Vi har hirlett en motséigelse (kom ihag att € maste kunna vara
"hur litet som helst”)! Alltsa maste vart ursprungliga antagande vara felaktigt, och ddrmed
ar inte {22} en Cauchyfoljd.
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Anmirkning. Att den givna f6ljden inte dr en Cauchyfoljd inses da den véxer kvadratiskt
med 7, s& att pa varandra foljande tal successivt hamnar langre och lingre ifran varandra. [

1.5 Uppgift 15.15

Let {x;} and {y;} be Cauchy sequences with limits x and y respectively. Show that the following
sequences indeed are Cauchy sequences and compute their limits. [For (b) also assume that
there is a constant ¢ such that y; > ¢ > 0 for all i.]

(@)  A{zi —yi}
Vi utgar fran definitionen

lzi —vi — (x5 —y;)| = [(zi — 25) — (¥ —v;)| (5)
<la; — x| + |yi — 51,

via TO. Men eftersom {z;} och {y;} &r givna Cauchyfoljder vet vi att

lim fz; —a;[ =0, lim [y; —y;[ =0, (6)

1,]—00 2, —

varfor |z; — y; — (x5 — yj)| — O nér i, j — co. Med andra ord kan VL i (5) alltid goras mindre
an en noggrannhet e efter val av tillréckligt stora ¢, j. Dérav ar {x; — y;} en Cauchyfsljd.

Man skulle, om man vill, ocksa kunna skriva

[zi — i — (25 — y;)| < |2 — 25|+ |yi — yi] <oe,
e N’

<e1 <e2
for alla i,j > N = N(e) = max {N(e1), N(e2)}.
For att visa griansvirdet av {z; — y;} utnyttjar vi att f6ljderna dr konvergenta med

lim z; =z, limy; =y, (7)
71— 00 71— 00

och far déarfor (prova intuitivt med gransvirdet = — y)

lzi —yi — (@ —y)| =i —2) + (Y —y)| < |z — | +y —w] <e
~—— ~—

<e1 <e2

med i > N = N(e) = max {N(e1), N(e2)}. O

(b)  {xi/vi}
Vi provar forst om {z;/y;} dr en Cauchyfoljd:

ZT; €4

Yi Yj

(i — x5)y; + (y; — ¥i) 7]
2 b

_ TiYj — TjYq
YiY;

(i — 25)y; + (5 —y)zj| _
YilYj B c
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vilket — via (6) — gar mot noll nér 4,5 — oo. Vi kan alltid uppfylla (4) oavsett hur litet €
ar, och den givna foljden maste vara en Cauchyfoljd.

Sedan forsétter vi med griansvirdet och provar pa liknande sitt z/y:

(i — )y + (y — yi)z|
c2 ’

(v — )y + (y —yi)w
Uiy

€T; T

Yi Y

Ty — XY;
Yiy

<

som genom (7) visar sig vara det sokta grénsvirdet eftersom

———|—0, 75— o0
Yi Y
]
1.6 Uppgift 15.16
Show that sequence which converges is a Cauchy sequence.
Vi vet att f6ljden {x;};°, &r konvergent och sétter griansvérdet till att vara
r = lim z;.
1—00
Man kan nu utifran (4) bilda differensen
i — wj| = (2 — ) + (v —25)| < |o — 2| + |2 — 2y <2 Vi, 7= N=N(e), (8)
<e <e

via omskrivningen x; — x; = x; — x + x — z; samt TO. Pastaendet &r nu visat eftersom det,
p.g.a. konvergensen hos {x;}, alltid finns ett N sa att (4) dr satisfierad.

Anmirkning. Mirk att det dr ovisentligt att det star 2e i HL av (8) i stéllet for e. Podngen
dr ju att talen z; och x; ska kunna hamna godtyckligt néra varandra, bara vi tittar tillréckligt
langt bort i foljden, och i den kontexten spelar en faktor 2 ingen roll (férutom att N mojligen
blir lite storre). O
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2 Kapitel 18

2.1 Uppgift 18.3

A Lipschitz continuous function with Lipschitz constant L, where 0 < L < 1, is also called a
“contraction mapping”. Decide which of the functions are contraction mappings on R.

(c) fla)=(+a)"?
Vi utgar fran definitionen av Lipschitzkontinuitet och bildar

‘\/1+y2 - \/1—|—$2‘
[f(z) = f(y) = - = ;
Vita? 1442 V1t+a2y/1+y2

skrivet pa gemensamt brakstreck. Déarefter kan man férlinga med konjugatet

1 1

‘\/14-2/2—\/1—1—1‘2 ly? — 22|
VItz?/14+y? (\/1+x2+\/1+y2)\/1+x2\/1+y2
_ [z +y|
= |z -y
<\/1+x2+\/1+y2) V1+22\/1+y2
=] + [yl B
|z —yl,

<
(\/1 +22+ /1 +y2> V1+a22y/1+y2
och &nnu en gang utnyttja TO. Sa langt komna aterstar det att bestdmma Lipschitzkonstanten

I - ma || + |y]
= X s
myeR (\/1 + 224 4/1 +y2) V14221 + g2

dar vi med fordel drar nytta av

x| < V14 a?

eftersom det da maste gélla att

2] + ly] <1, (9)
VItaZ+/1+y°

med likhet om och endast om endera (eller bada) av x,y — £o00. Det inses exempelvis (i vre
grins for fixt y > 0) via

T4y . 1+2 14+0

lim — =1,
\/ T V =

efter forkortning med x. Med anledning av observationen (9) kan 16sningen delas in i tva steg:

i) |z, |yl < oo, i) |z, |y| — oo
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i) x|, |yl < oo (z och y ligger — i en mojligt vid mening — néra origo):

2l + Iy el 1 »
(\/1+x2+\/1+y2)\/1+w2\/1+y2 VIt a?+/1+y2 VI+a2y/1+y2
<1 <1
och det maste vara att L < 1.
ii) |z|,|y| — oo (z och/eller y ndrmar sig oéndligheten):
o] + |y I I N
(\/1+:L“2+\/1+y2>\/1+x2\/1+y2 VIitaZ+/1+y2 V1+22/1+2
—1 —0

varpa L bokstavligt talat blir férsvinnande liten.

Sammataget innebér resultaten fran i) och ii) att L < 1 alltid, sa &ven om inte L kunde
bestdmmas exakt, dr det dnda klart att f maste vara en kontraktion. O




Vecka 3 Raknedvning

3 Kapitel 19

3.1 Uppgift 19.3

Rewrite the following root problems as fized point problems in three different ways each.
(a) T2z°—42>+2=0

Nér man 16ser rotproblem soks rotter (nollstéillen) till ekvationen f(x) = 0. Fixpunktsproble-
met &r ett beslaktat problem som formuleras enligt foljande: finn Z s&a att

9(T) =7,

dér g : R — R &ar en Lipschitzkontinuerlig funktion. Namnet “fixpunktsproblem” syftar pa att
INPUT = OUTPUT.
e =

T 9(z)
Rotproblem kan exempelvis 6versattas i fixpunktsproblem via omskrivningen
flz)=0 = kf(x) =0 = kf(x)+z=u, (10)
———
g(z)

for k # 0. Vi kommer senare i kursen att fa en motivering av formeln (10), déir ett smart val
av k visar sig lampligt for implementation i MATLAB (Newtons metod).

Med k = 1 fas enkelt g(z) = f(z)+z = T2® — 42342+ = 2 som ett alternativ, medan k = 15
leder till g(z) = 15 f(z) + ¢ = & (72° — 42® + 2) + 2 = 2. Ett tredje och sista alternativ for
omvandling av rot- till fixpunktsproblem kan vara

T’ — 2P 42=0 = TP +2=4% — (12" +2)" =a.
D Y e——
9(z)

3.2 Uppgift 19.4

Draw a Lipschitz continuous function f on the interval [0,1] that has three fized points such
that f(0) >0 and f(1) < 1.

Grafiskt fas eventuella fixpunkter i skdrningspunkterna mellan linjen y = x och kurvan y =
f(z). Om t.ex. f(z) dr det styckvisa polynomet

kan man — via ldmplig virdetabell (eller bittre i MATLAB) — plotta

10
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Figur 1: f(z) har tre fixpunkter.

Det &r dven mojligt att 16sa ut fixpunkterna genom att 16sa f(z) = x. De borde vara T2 =

10
under ldsvecka 4.)

3.3 Uppgift 19.19

355 gamt Ty = 2. Eller? Préval (Kontrollera annars/ocksa med fixpunktslosarna i MATLAB

Show that g(z) = 323 is Lipschitz continuous on I = [—1, 1] with Lipschitz constant L = 3.

Definitionen av Lipschitzkontinuitet siger att

2,..3

sa att Lipschitzkonstanten ges av

Lzmax%’x2+xy+y2‘ :{lét t.ex.x:y:%}:

z,yel

vilket skulle visas.

lg(z) — g(y)| = |32° — 32°| = 3

=3e

3

— | =2 |? + 2y + 9P|z — vl

Wi
=
+
=
+
=
Il
N|—
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