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1 Kaptiel 20

1.1 Uppgift 20.3

Given the two vectors a = (3,2) and b = (1,4) perform the following computations.
c) la+1b]
Normen ("lingden”) av en vektor a = (a1, az) € R? definieras som
lal = y/af + a3,

i [AMBS, ekv. 20.4]. Man far darfor

la+b = [(3,2) + (1L,4)] = |(4,6) = VE + 62 = VB2 = 2VT3,
efter en inledande komponentvis addition av a och b. O
e) a/lal

Normen av a ér |a| = V3% 4+ 22 = /13, dvs. att

a 1
T A 372 )
ol = v

och man séger att a har blivit normerad. Den resulterande vektorn har samma riktning som
a samt langden 1. O

1.2 Uppgift 20.7

Given a,b,c € R? determine which of the statements that make sense.
d) a-b+c

Eftersom skalédrprodukten a-b = a1b1+asgbs &r ett tal, och ¢ dr en vektor med tva komponenter,
ar inte additionen definierad.

Anmirkning. I MATLAB hade ddremot rikneoperationen varit tillaten — i férekommande
fall 6versitts talet a- b till vektorn (a-b, a-b). Mahénda praktiskt, men samtidig vilseledande.
O

1.3 Uppgift 20.10

Find the projection of b = (2,2) onto a.
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c) a=(1,2)
Vi forsoker hirleda ett uttryck for den givna projektionen. Enligt Figur 1 maste det vara att

P,(b) = Aa, (1)
(Pa(b) - b) ~a =0, (2)

eftersom den projicerade vektorn P,(b) ar parallell med a, samt att P,(b) — b och a &r orto-

gonala. Kom ihag
a-b=al|b| cos(8),

dér 0 &r minsta mellanliggande vinkel mellan a och b [AMBS, ekv 20.8].

Y

P,(b) a

Figur 1: Den ortogonala projektionen P,(b) av b pa a.

Da har vi fran (2) att P,(b) -a = a-b — eller genom (1) — att Aa-a = a - b. Nu blir

A= ab_ab
a-a al?
Efter inséttning i (1) fas
a-b
P,(b) = —=5a, 3
) = T3a Q
varpa tillimpning av (3) ger
1,2) (2,2 1-2+2-2
Py = (1222 122 6

|(172)‘; (172) = /712_’_22 - g( 72)7

med P, (b) i samma riktning som a fast nagot langre.

Anméirkning. Den ortogonala projektionen av b pa a dr i nagon mening den bésta represen-
tationen av b i a:s riktning. Man skulle kunna jamféra med komponentindelning av vektorer,
med skillnaden att koordinataxeln ersatts av a. O

1.4 Uppgift 20.14

Given the 2 X 2 matriz A = <é i) compute Az and ATz for the following choice of x € R2.
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b) 2T =(1,1)
Vi infér beteckningen a;; for matriselementet i rad 7 samt kolonn j, sa att exempelvis a2 = 2
och ag1 = 3. En matris med m rader och n kolonner sigs vara av typen m x n. Matris-vektor-

multiplikationen Az = b av typ (m x n) x (n x 1) ger tillbaka en vektor av typen m x 1, dér
b; motsvaras av skaldrprodukten mellan A:s i:te rad och z, eller utskrivet

n
bi = Ainx1 + Apza + -+ + A1) Tn—1 + Ainn = Z AT
k=1

=30 0)=Gatin)=6)

Vid transponering av A (brukar skrivas AT) byter man plats pa rader och kolonner i matrisen

sa att a;fg- = aj;. Hér blir saledes
(12 _(13
S \3 4 S \2 4)°

w3 (-G - ()

Vi far darfor

och multiplikationen

O
1.5 Uppgift 20.15
: : 1 2 5 6 ‘
Given the 2 X 2 matrices A = <3 4> och B = <7 8) compute the following.
d) ABT
Matris-matris-multiplikationen C' = ABT av typ (m x n) x (n X p) — notera att antalet

kolonner i vanster— och antalet rader i hogermatrisen maste vara lika — ger tillbaka en matris
av typen m X p. Man far att

cij = AnBuj + AnBaj + -+ + Aiin_1) Bu1)j + AinBnj = Y _ Aix B,
k=1

dvs. att ¢;; blir skaldarprodukten mellan A:s i:te rad och B:s j:te kolonn. Vi réknar

apT_ (1 2) (5 T\ _(1-5+2-6 1.7+2.8) _ (17 23
~\34)\6 8) " \3-5+4-6 3-7+4-8) " \39 53)°
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For A € R?*2 med element a;j, dar airag — ai2az1 # 0, definieras inversen A1 av

. 1 ( az —a12> . (@)

a11G22 — a12a21 \ —aA21 411

enligt [AMBS, ekv. 20.45]. Inséttning i (4) ger

P 1 4 =2\ _1(-4 2
T 1.4-2.3\-3 1) 2\3 —-1)°

dér vidare kontrollrikning ger A™'A = AA~! = I, dir I #r den sk enhetsmatrisen

10
=)

med nollelement 6verallt utom ettor i huvuddiagonalen.

Anméirkning. Notera att man inte talar om ”"divison med matriser” i vanlig mening. I stéllet
“multipliceras med inverser” pa liknande vis. O

1.6 Uppgift 20.19

Compute the mirror image of a point with respect to a straight line in R? which does not pass
through the origin. Express the mapping in matrix form.

Beteckna med a, ¢,d € R? tre punkter i talplanet, samt med P(-) den operator som ortogonalt
projicerar vektorer pa linjen z (vilken inte passerar origo). Fran Figur 2 resonerar vi oss fram
till att spegelbilden s av ¢ blir

c+2[P(c—a)—(c—a)] = (2P —I)c+2(I — P)a, (5)

eftersom det, i tva steg, forst tar oss fran origo till punkten ¢, och sedan vidare till spegel-
punkten s (via punkten d = P(c—a) "halvvigs” — notera faktorn 2 framfér P(c—a)—(c—a)).
I (%) utnyttjar vi att projektionen &r linjér i det att

P(c—a) = Pc— Pa,

vilket dr latt att kontrollera (ledtrad: vi tillimpade liknande redan i (2)). Den stkta matris-
formen dr densamma som (5). O

1.7 Uppgift 20.22

Compute a X b and b X a.
b) a=(1,2),b=(3,6)
Vektor- eller kryssprodukten mellan tva vektorer a,b € R ges fran [AMBS, ekv. 20.18] av

axb= albg — CLle. (6)
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T2

>

a

Figur 3: |a x b] = A(Q).

Geometriskt kan absolutbeloppet |a x b| tolkas som arean av parallellogramet vars sidor re-
presenteras av a och b (se Figur 3).

I uppgiften ser vi ddremot att a || b, varfor det &r troligt att a xb = 0?7 (Tva parallella vektorer
kan inte spinna upp nagon area.) Lat oss genom inséttning i (6) kontrollera

axb=1-6-2-3=0, bxa=3-2—-6-1=0,
och vi fick ratt!

Anmirkning. Vanligtvis géller inte att a X b = b x a, utan faktiskt att @ x b = —b x a, och
man brukar sédga att vektorprodukten ar antisymmetrisk. O




