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Vecka 7 Réknedvning

1 Lite teori

1.1 Kapitel 7

Visa att en periodisk decimalutveckling dr ett rationellt tal.
Vi skriver en oédndlig n-periodisk decimalutveckling som
D=2 12 (1)

dér varje period utgérs av siffrorna qiga - - - ¢,. Trunkeras (1) efter m perioder fas

Q192" 4n Q192 dn q192 " 4n
I T i T T T @

Pm

med varje term motsvarande n decimaler i utvecklingen. Faktorisera (2) och utnyttja att vi
har en geometrisk summa

_ @92 4n @q2--"qn o 992" "Gn
Pm = ""n (1 A T T T )
_ @2 g (121077 qiga---ga 10" (1 107mm)
10 1-10—" o 10m—1
Qe —mn
=12 (11
L (1107,
dvs. att
q192 " qn 9192 " qn —
— Pm| = 107" < 107",
-1 T =1 =

Men det innebir att for fixt n > 0 kan skillnaden mellan 424~ och p,, goras godtyckligt

liten genom att vilja storre m. Alltsa motsvarar decimalexpansionen det rationella talet

_ 992 n
10m—1 "

Dérmed har det visats att alla periodiska decimalexpanisoner &r lika med ett rationellt tal. [

1.2 Kapitel 12

Definiera begreppet "Lipschitzkontinuitet”.
En funktion f #r Lipschitzkontinuerlig pa ett intervall I om

F@) — f@)| < Lo —yl, Voyel, 3)
dér L > 0 kallas Lipschitzkonstanten. O

Visa att summan av tva Lipschitzkontinuerliga funktioner dr Lipschitzkontinuerlig.
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Vi har att funktionerna fi(z) och fa(z) dr Lipschitzkontinuerliga med Lipschitzkonstanter L;
resp. Lo. Utifran (3) bildar vi

[(fi(@) + fo(@)) = (fi(y) + f2(9)| = [(f1(2) = fi(y)) + (fo(z) = f2(y))]
< A@@) = A+ f2(z) = f2(9)]
< Lifz =y + Lofz — y[ = (L1 + La) |z — y,

genom anviindning av TO (samt att fi och fo var for sig dr Lipschitzkontinuerliga). Alltsa ér
summafunktionen fi(z) + f2(z) Lipschitzkontinuerlig med L = Ly + Ly.

Minns foljande:

linjarkombinationen c; f1 + - - - + ¢, fn, for Lipschitzkontinuerliga funktioner fi,..., f,
med Ly, ..., Ly, ir Lipschitzkontinuerlig med L = |¢1|Lq + - - - + |¢p|Ly;

produkten fi fo av tva Lipschitzkontinuerliga funktioner med L; resp. Lo ér Lipschitz-
kontinuerlig med (atminstone) L = M(Ly + Lo) for M = max {|fi(z)], | f2(2)|};

kvoten f1/fo mellan tva Lipschitzkontinuerliga funktioner #r Lipschitzkontinuerlig om
| fo(x)| > m for nagot m > 0;

den sammansatta funktionen fi o fo av tva Lipschitzkontinuerliga funktioner, med L
resp. Lo pa intervallen I; resp. I, dr Lipschitzkontinuerlig pa I; med L = Ly Lo.

O
Vad menas med "begrinsad” funktion?
En funktion f dr begrinsad pa ett intervall I om det existerar en konstant M sa att
[flx)| <M, Vxel. (4)

Lipschitzkontinuerliga funktioner &r alltid begréinsade: Lat I = [a,b] med |I| = |b — a|. Det
foljer for fixt y att

If(@) = f)l < Ll —y| = [f(@)] < [F)| + Llz —y| < |f ()l + LIT],

ty |z —y| < |I]. Alltsa dr |f(z)| begrénsad for alla = (dven om vi inte kiinner |f(y)| vet vi att
konstanten dr begréinsad). O

1.3 Kapitel 13

Definiera begreppen “grinsvirde” och “konvergens”.
Grinsvirdet for en f61jd {a, }2 ;| &r lika med A, vilket betecknas

lim a, = A, (5)

n—00
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om det for varje € > 0 finns ett N € N sa att
lan — Al <€, Vn>N. (6)
En konvergent foljd ar en foljd som har grinsvirde. Motsatsen kallas divergent foljd. O
Visa att om {a,} dr konvergent och f Lipschitzkontinuerlig s mdaste { f(an)} vara konvergent
med lim f(a,) = f ( lim a, ).
n—oo n—oo

En given foljd &r konvergent och vi undrar huruvida den Lipschitzkontinuerliga funktionen #r
detsamma med talen fran f6ljden som input? Svaret dr ”Jal!” eftersom

‘f(am) —f ( lim an)‘ <L ‘am — lim a,
n—00 n—o0

)

dér HL kan géras godtyckligt litet genom val av stérre m. Alltsa foljer fran (5)—(6) att griins-
virdet for {f(a,,)} existerar som

lim f(an)=f ( lim an) .

O
1.4 Kapitel 14
Visa att kvadratroten ur 2 inte dr ett rationellt tal.
Vi vet att ett godtyckligt heltal N kan primtalfaktoriseras
N =p}-ph-ps---,
f6r p; primtal och a, b, ¢, . .. heltalsexponenter. Genomfor ett motségelsebevis: Antar forst att

V2 ir ett rationellt tal, dvs. att det kan skrivas

va="

s
S

for heltal r, s sadana att alla gemensamma faktorer i kvoten forkortats bort. Men da dr
Vor=s = 2% = 4%,

vilket innebiir att HL maste innehalla atminstone en faktor 2 (annars kan inte likheten giilla).
Det finns faktiskt minst tva faktorer 2 (s innehdll fran borjan endast heltal), dvs. att vi kan
skriva s = 23. Foljer att

2r? = 437 = r? = 252,
varfoér dven r — via samma resonemang som forut — innehaller minst en faktor 2. Men det
strider mot antagandet (7, s har gemensamma faktorer trots allt)! Har dérmed visat att v/2
inte dr ett rationellt tal. i

Redogor for hur bisektionsalgoritmen fungerar.
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Bisektionsalgoritmen anvinds for att 16sa ekvationer pa formen f(z) = 0 genom insténgning
av nollstillen. Givet ett startintervall, som siikert har ett nollstélle (se Kapitel 16 och Bolzanos
sats) evalueras funktionen i dess mittpunkt. Finner pa sa siitt vilken hélft av intervallet som
har nollstéllet. Forkastar den andra och bildar ett nytt sokintervall. Upprepar proceduren tills
dess att instdngningen hamnat tillrackligt néra roten.

Bisektionsschema

1. vilj startintervall Iy = [zo, Xo] s& att f(zo)f(Xo) < 0. Lat ¢ = 1;
2. evaluera f i mittpunkten T; = (z;—1 + X;-1)/2. Om

o f(z;) < TOL avbryt,

o f(T;) <0 sitt z; =; och X; = X;_4,

o f(z;) > 0 siitt &; = 2;-1 och X; = T;;

3. uppdatera i =i + 1 och fortsétt fran 2.

Vi siiger "bisektion” ddrfor att insténgningen sker genom successiv halvering av intervallet. [
Definiera begreppet "Cauchyfoljd”.

En foljd {z;};2; r en Cauchyfdljd om det for varje e > 0 finns ett N € N sa att
|e; —xj] <€, Vi,j>N. (7)

Med andra ord ska talen 1,9, ... i f6ljden bli mer och mer lika varandra ”ju lingre bort vi
tittar”.

Exempel. For foljden {5}, om vi antar j > i, fas

2 _ 42 j2 1

< ===
_22]2 327

1 1
R
som vi inser blir godtyckligt litet nér ¢ — oo. Sérskilt &r skillnaden mellan talen i f6ljden
mindre &n € nér

i2j2

1 1
—<e= N> —

N2 = = Ve

Alltsé satisfierar foljden (7) for (atminstone) j > i > N = 1/4/€ och #r en Cauchyfoljd. O

1.5 Kapitel 15

Cauchyfoljder och reella tal?

Vet att en odndlig periodisk decimalutveckling motsvarar ett rationellt tal, men alla utveck-
lingar dr inte periodiska. Vi kallar en icke-periodisk decimalutveckling x = +p,,, - - - po.qi1g2 - - -
for ett reellt tal och skriver
r = lim z;,
i—o0
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dér {z;};2, far vara den trunkerade utvecklingen av . Foljden #r en Cauchyféljd eftersom
i — ;) <1077, ¥ >4, (®)

da i betecknar antalet lika decimaler mellan det i:te talet i foljden och samtliga efterféljande.

Alla Cauchyféljder kan, eventuellt efter strykning av termer (fér att garantera konvergens-
hastigheten) och omindexering, géras om till en decimalexpansion som uppfyller (8). Talen i
en Cauchyfoljd blir ju successivt mer och mer lika varandra! Trots att den nya och den gamla
foljden &r olika har de dnda samma grénsvirde. Att ett sadant existerar inses fran att talen
i foljden, oavsett om de blir stérre eller mindre nér nya decimaler tillkommer (beroende pa
om z ir positivt eller negativt), alltid &r begréinsade. Dérmed kan inte fljden vara divergent
(maste istéllet vara konvergent).

Slutsats: Cauchyfoljder kan skrivas som decimalutvecklingar vars griansvirden &r reella tal.

Anmérkning. Alla decimalutvecklingar, antingen periodiska eller icke-periodiska, &r reella
tal. De reella talen omfattar alltsa savil rationella som irrationella tal.
Exempel. Vi har att /2 ir griansvirdet for

{1.000000, 1.250000, 1.375000, 1.406250, 1.414184, 1.414199, 1.414207, ...} (9)

dér successivt fler och fler decimaler i utvecklingen éverensstimmer. Foljden (9) &r den som
genereras i undre grins nér bisektionsalgoritmen tillimpas pa ekvationen f(z) = z2-2=0
[AMBS, sek. 14.3]. Notera att dubbla forekomster av tal strukits. Vi kan stryka #nnu fler tal
for att skriva

{1.406250, 1.414184,1.414199,1.414207, ...}

och skillnaden mellan zo = 1.414184 och senare tal i foljden r aldrig storre dn 1072, Exem-
pelvis ar
|zg — 24 = |1.414184 — 1.414207| = 0.000023 < 1072,

Sedan |z3 — 24| = 0.000008 < 1073, Grénsvirdet iir fortfarande v/2. O

Visa att om {x;} dr en Cauchyfélid och f dr Lipschitzkontinuerlig si dr f(x;) en Cauchyféljd.

Har att

[f i) = flai)| < Ll — a1,
men da HL kan goras godtyckligt litet, innebér det att differensen i VL uppfyller (7). Alltsa
dr {f(xi)} ocksa en Cauchyfoljd. O

1.6 Kapitel 16

Sats 1.1 (BOLZANO). Om f : [a,b] — R dr Lipschitzkontinuerlig och f(a)f(b) < 0 ezisterar
ett reellt tal T € [a,b] sd att f(T) = 0.

(Alternativt: Med f som ovan hittas sikert ett nollstdlle via bisektion.)
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Bewvis. Soker T med bisektion. Efter ¢ iterationer har vi
0 <a; — X; < 2%z — Xol,

p.g.a. algoritmens konstruktion (halverar sckintervallet i varje steg). Vet att 2; < a; < X; <
X, for j > i. Déarfor maste dven

s — 5] < 27|20 — Xol,

vilket ger {z;} som en Cauchyfoljd. Alltsa konvergerar bisektionsalgoritmen mot ett reellt tal
T sa att ) )
[z; — 2| < 27w — Xol, |X; =T < 27" |xo — Xol-

Maste ocksa visa att grinsviirdet ér ett nollstille, dvs. att T 16ser ekvationen f(z) = 0. Kénner
till

@) = 1 (i o) = Jim ),

eftersom f dr Lipschitzkontinuerlig, s om lim f(z;) = 0 &r vi i hamn. Men om
i—00

|f (i) = F(Xi)| < Llwi = Xi| < L27|mo — Xo,

och f(z;)f(X;) < 0 (faktorerna har olika tecken), vilket medfor att | f(z;)| < |f(zi) — f(X5)],
fas
£ ()] < L2 |zo — Xo-

Da kan ju HL goras godtyckligt litet, varfér lim f(z;) = 0, och vi &r klara. O
1—00
Sats 1.2 (MELLANLIGGANDE VARDEN). Om f : [a,b] — R dr Lipschitzkontinuerlig

antar f alla virden mellan f(a) och f(b) (atminstone en gang).

Bevis. Tillimpa Bolzanos sats pa funktionen g(z) = f(z) —y = 0, dér y antar alla virden
mellan f(a) och f(b) (genom y viiljs alla mellanliggande viéirden till nollstéllen for g, som
enligt Bolzanos sats kan hittas via bisektion). ]

1.7 Kapitel 19

Sats 1.3 (KONTRAKTIONSAVBILDNING). Om g : R — R dr Lipschitzkontinuerlig med
L <1 (kontraktion), har g en unik fizpunkt T € R, och varje féljd {x;};2, som genereras via
fizpunktsiteration konvergerar mot T.

Bevis. Beviset utfors i tre steg:
1. visar att {;}7°; fran fixpunktsiteration &r en Cauchyfoljd (sa att schemat konvergerar

och ett griinsviirde T existerar);

2. visar att T = lim x; &r en fixpunkt;
i—o0
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3. visar att T dr unik.

Fixpunktsiteration genererar Cauchyféljd
Nya gissningar vid fixpunktsiteration bildas som z41 = g(zy). Dérfor blir
Tpi1 — Tk = (o) — g(wr—1) < Llzg — 2p-1], (10)
nér g dr Lipschitzkontinuerlig. Pa samma séitt maste
@ — xp1 < Llog_1 — 2], (11)

och med (11) insatt i (10)
Tpi1 — 2 < L2731 — 232

Upprepas argumentet fas till slut
Tpp1 — x < LFlag — 2ol (12)
vilket visar sig vara ett anvindbart resultat. Men forst konstateras att for j > 4 géller
|z — Ij| =12 — g1 + Tig1 — Tig2 + Tiga + - + Tj-1— Ij\-,

eller, via TO, att

j—1
s — x4 <o — 1|+ i1 — iga| + -+ |2jm1 — 25 = Z [Tr — Tyl

k=i

Nu, genom (12), fas

Jj—1 Jj—1
|z — 5] < ZLk\ml —xo| = |21 — 20] ZLk,
k=i k=i

dir HL dr en geometrisk summa. Vet da

-1 ) o 11— i
SN F=L(Q+L+L++ L) =L
k=1

och med L < 1 méaste 0 < 1— L7 < 1, eller Li(1 — LJ7%) < L;, s att
T Zj _17L11 Zol|.

Men eftersom L kan goras godtyckligt liten nr i villjs storre foljer att {z;};2, &r en Cauchy-
foljd med ett gransvirde. Vi kallar det Z.

Gransvardet ar en fixpunkt

Nér g édr Lipschitzkontinuerlig () foljer

9@ =g <_lim Tz) Z lim g(x;) = lim 24, =7,
oo imoo im0

9
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ty for fixpunktsiteration blir z;41 = g(z;) och givetvis ér
lim 2,41 = lim ;.
i—00 i—00
Med andra ord maste T vara en fixpunkt for g.
Entydighet

Antag att det finns tva fixpunkter z och y sa att g(z) = x samt g(y) = y. Men eftersom g &r
en kontraktion maste

|z —yl = lg(=) — 9(y)| < Llz —yl, (13)
sa att enda mojligheten dr # = y (annars kan (13) inte vara sant for L < 1). Alltsa blir
fixpunkten unik.

Antligen ér vi klara! O

1.8 Kapitel 22

Sats 1.4 (FAKTORSATSEN). Om T dr ett nollstdlle till polynomekvationen f(z) =0 sd dr
polynomet © — T en faktor i f(x), dvs.

for ndagot polynom g(z).

Sats 1.5 (ALGEBRANS FUNDAMENTALSATS). Om grad p = n har (den mdjligt kom-
pleza) polynomekvationen p(z) = 0 precis n nollstillen, ndr varje nollstdlle riknas sd mdnga
ganger som dess multiplicitet anger.

1.9 Kapitel 23

Definiera begreppet “derivata’.

Funktionen f(z) dr deriverbar pa ett intervall I, om f &r deriverbar for alla punkter T € I,
sa att for « néra T
1(@) = £(@) + m(@) (@ — 7) + By(w, ), (14)

dér |Ey(2,7)| < Ky(Z)(2 — )2 I sa fall dr derivatan f/(Z) = m(Z). Vi kiinner igen tangenten
fa(2) = 1@) + F' @)z~ ),

som linjériseringen av f i punkten Z. Alltsa séger (14) att felet Ey(x,Z) = f(z) — fa(z) —
avvikelsen mellan funktionsgrafen och tangenten — ska vara kvadratiskt litet i « — . Sérskilt
#r den linjéra approximationen god f6r x nira T (ddremot behdver den inte vara det pa lingre
avstand). O

10



Vecka 7 Réknedvning

Sats 1.6. Om f(z) dr likformigt differentierbar pd intervallet I = [a,b] och det finns en
konstant L sa att
[f(@) <L, Vzel,

ir f Lipschitzkontinuerlig med Lipschitzkonstant L.

Bevis. Vet fran definitionen av likformigt differentierbar funktion att

f(@) = f) + f' )@ —y) + Er(z,y),

dér |Ef(z,y)| < Ky(z —y)? (for nagon konstant K ). Kan da skriva

f(z) = fly) + (L + Eflz —yl)lz —yl,

vilket visserligen ger att f dr Lipschitzkontinuerlig, fast med den stérre Lipschitzkonstanten
L = L+ Ky|b— a|. Men vad hinder om vi istéllet betraktar f pa ett mindre delintervall I,
av I med lingden 07 Hér giller ju

@) =f) + L+ Kz -yl —yl < fy) + (L + Kpo)le —yl, (15)

ty |z —y| <6 pa Is. Om § — 0 fas att L + K0 — L. Alltsa ér Lipschitzkonstanten L pa Is.
Lat nu I delas in i N delintervall genom z = 29 < 21 < -+ < xy_1 < Xy =y, vars lingder
x; — xi_1 < 4. Far att

N

1f(@) = f@)l = |D_(f(@i) = f(@i1))| <

i=1 i

(i) = Flzia)l,

-

Il
-

via TO. Utnyttja sedan (15) pa varje delintervall

N N
SOIfi) = flric)l < L+ Kp0) Y |wi — mioa| = (L + Kyd)|z — g,
i=1 i=1
ty
N
Do lzi— | = |z -y
i=1

(summan av delintervallens lingder motsvarar hela intervallets lingd). Men eftersom indel-
ningen av I kan géras godtyckligt tit (nér 6 — 0) maste

|f(z) = f()l < Llz — 9],

och det féljer att f dr Lipschitzkontinuerlig 6verallt med Lipschitzkonstant L. O

1.10 Kapitel 25

Newtons metod.

11
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Antar att g(z) dr en Lipschitzkontinuerlig funktion pa I = [a,b] med L < 1 (kontraktion). Da
har g en unik fixpunkt Z € I sa att g(Z) = T (kontraktionsavbildningssatsen). Kan bestdmmas
via fixpunktsiteration: ;11 = g(x;), ¢ = 1,2, ... (givet en startgissning z).
Hur snabbt konvergerar fixpunktsiteration?
For  ndra T har vi foljande kvadratiska approximation av g:

9(z) = g(@) + ¢ @)@~ T) + 39" (@) (x —2)* + By (x,7),

dér |Ef(z,7)| < K¢(Z)|z — )%, Lat nu @ = x; samt e; = a; — T (rotfelet for fixpunktsiteratet
;) och vi far

eir1 = Tipi — T = g(x;) — 9(@) = ¢ (@) (x: — ) + 39" (@) (2 — ) + Ey(w;, 7).
Men for ¢'(T) # 0 kan vi uppskatta
leir1] = |g'(@)]]eil,

eftersom den linjéra termen blir dominant. Vi siger dirfor att fixpunktsiteration har linjédr
konvergens® (upp till en faktor |¢(Z)|).

Kan vi fa battre?

Ja — om ¢/(T) = 0 blir istéillet
leial ~ 19" (@)lleil,

ty den kvadratiska termen &r dominant. Det innebéar kvadratisk konvergens.
Fragestallning:
Vill 16sa f(2) = 0 som ett fixpunktsproblem via omskrivningen

9(@) =7 — a(0) f(z) = .

Idé:

Vilj () sa att ¢'(T) = 0 for att fa kvadratisk konvergens. Vi provar
g@) =1-d'@f@) - a@)f (@) =0,

och eftersom f(z) = 0 fas

a(T) = ;

'@

for f'(z) # 0.

Slutsats:

"Konvergenshastigheten ir egentligen lokal da vi antagit = niira 7.

12
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Med a(z) = f’zr) ges iterationsschemat
, 1=1,2,...,
fr@)’ '

givet en startgissning z1. Newtons metod &r alltsd ett specialfall av fixpunktsiteration (viljer
ett smart a(x)) som ger forbéttrade konvergensegenskaper.

Tip1 = g(xi) = v — (16)

BEVIS (kvadratisk konvergens)
Givet f’(z;) # 0 har vi fran (16)
f(xi) . flzi)

Titl = Ti — F(@) = Tit1 —T =T — () z,
z z;

och vet fran linjériseringen av f(Z) = 0 kring z;

@) = f(@) + (@)@ — ;) + Ep(T,2) = 0,
f(@i) = = f'(2:) (T — @) — Ef(T, ),

et — f'(2:) (@ — i) ( ) Ey( )
X _ S (@) (T — i) + Ef T,T; (T, w5
Tip1 —T =T + [en) —T= P
med ( ) )
) o= |Br@ )| Kp(@)
fis =] J(@i) [ ()] (i 1«,)2,

ty |Ef(F, z:)| < Ky(z;)(z;—7)? enligt derivatans definition. Med en startgissning z1 tillrickligt
néra T fas m.a.o. kvadratisk konvergens. Ett bra z; kan t.ex. hittas via bisektionsalgoritmen.

Geometrisk tolkning

Vi bildar tangenten f,, (z) till f(z) i z; som
Joil@) = fz0) + f'(@i) (@ - @2),
och later ;41 vara a-virdet for tangenten skéirning med z-axeln
Fei(@i1) = f(@) + f(w:)(@ip1 — ) = 0,

varpa det foljer

)
f'(@i)

Men detta dr ju Newtons metod! Alltsa motsvaras (16) geometriskt av att 16sa det linjériserade

problemet f, (z) = 0 iterativt (istéllet for det ursprungliga f(z) = 0).

Ti+l = T4

Hur stort ar felet?

Kan vi séiga nagot om rotfelet 2:; — T givet residualen f(z;)? (Minns att f(z;) = 0 for 2; = T.)
Ja, det kan man, ty

fi) = (@) = f(@) = @) (2i = T) + By(w:,7),

13
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och med f/(z) # 0 fas

~

(zi
F@)
upp till en restterm Ej(z;, %)/ f(Z) (som vi vet ar kvadratisk liten i ; — ). Alltsa &r rotfelet
proportionellt mot residualen for x; néira T.

fabg

T, —Tr =

an

Anmiérkning. Mirk att om f/(T) ~ 0 sa kan rotfelet vara stort trots att residualen #r liten
(vi kan bli lurade). Problemet ségs i sa fall vara illa konditionerat (ill-conditioned).
Anvéinds (17) i (16) ges

Ti1 A T — (T —T) = |Tip1 — @] &~ v — T, (18)
dvs. att rotfelet i ; — T kan uppskattas m.h.a. efterfoljande iterat som z;11 — ;.
Nar avbryts iterationsschemat?

Da den approximativa 16sningen ér tillrickligt bra! Tva naturliga stoppkriterier ar

T | <101, iy — 21| < TOL,
f'(@)
fran (17) resp. (18). Alternativt kan residualen utnyttjas. TOL &r en given tolerans. O

14



