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1 Uppgift 32.2

Show that the solution of i(t) + u(t) = 0 for ¢t > 0, u(0) = r cos(«),
4(0) = rsin(a), is given by u(t) = r(cos(t)cos(a) + sin(t)sin(a)) =
r cos(t — a).

Det finns tva sétt att 16sa uppgiften pa: antingen kan vi berékna u(t) eller
ocksa kontrollerar vi om den givna losningen satisfierar begynnelsevirdespro-

blemet (dvs. differentialekvationen med tillhérande villkor) genom inséttning.

Det senare forslaget ligger kanske ndrmare till hands. Vi har att

W(t)+u(t) = 0,t>0
u(0) = 7 cos(w)
u(0) = 7 sin(a)

med forslaget att u(t) = r cos(t — «) (minns subtraktionssatsen for cosi-
nus: cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)). Att som hir beteckna en
derivata med prickar gors ofta néir man avser tidsderivator.

Forst och framst tar vi reda pa huruvuda ekvationen &r uppfylld genom
att derivera u(t)

u(t) = rcos(t—a)
u(t) = —rsin(t—«)
i(t) = —rcos(t— a),

och vi ser direkt att i(t) + u(t) = 0. Villkoren dr ocksa giltiga, ty

u(0) = 7 cos(0—a)=r cos(—a) =r cos(a)

u(t) = —rsin(0 — a) = —r sin(—a) = r sin(a),

dér vi har utnyttjat att sinus dr en udda och cosinus en jimn funktion (se
uppgift 32.8).

Darmed ar vi klara.
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2 Uppgift 32.6

Show that sin(z) < x for z > 0, and = < tan(z) for 0 <z < 7.

For att visa pa den forsta olikheten minns vi att sin(z) € [—1, 1] samt
att x &r en striangt vixande funktion. I startvirdet z = 0 har de bada
funktionerna samma virde (dvs. noll), varefter = véxer snabbare &n sin(z)
eftersom

Dx =1

D sin(z) = cos(z),

dér cos(z) € [—1, 1]. Vi noterar att intervallet av intresse egentligen var
(O, g}, da sin(z) inte &r stringt vixande, utan antar sitt storsta virde 1 i
punkterna = 5 +2n7 (n € N). Man brukar kalla en funktion som pa detta
sétt upprepas i tiden for en periodisk funktion, vilken kinnetecknas av att
ft+T) = f(t), ddr T ar perioden. sin(t) har tydligen perioden 7" = 2.

Den andra olikheten féljer pa liknande sétt. Vi konstaterar att

D tan(x) = >1forze <0, g} )

cos?(x)

med tan(z) = x da x = 0. Bada funktionerna ér véixande pa intervallet, men
derivatan dr storre for tan(x), och olikheten foljer.

Vi ar klara.
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3 Uppgift 32.8

Show the following relations from the definition, i.e., from the dif-
ferential equation defining sin(x) and cos(z)

For att 16sa dessa uppgifter skall vi visa att de bada leden ar lika, dvs. att
savidl VL som HL satisfierar differentialekvationen i(t) 4+ u(t) = 0 (vilken,
med olika villkor, definierar sin(z) och cos(x)) med u(0) = up samt u(0) =
up. Kan vi gora det foljer likheten tack vare (viktigt!) entydigheten hos
16sningen (se Theorem 32.1).

Vi loser hir tva deluppgifter och lamnar resten som &vning.

b)
Likheten cos(—z) = cos(z) &r ett typiskt exempel pa en jaimn funktion
(déar f(—t) = f(t)). I en plott askadliggors detta genom att funktionsgrafen

ar sin egen spegelbild i vertikalaxeln.

Vi har for viansterledet

u(t) = cos(—x)
u(t) = sin(—x)
iu(t) = —cos(—x)
dar (t) + u(t) = —cos(—x) + cos(—z) = 0, samt u(0) = cos(0) = 1 och

4(0) = sin(0) = 0. Pa samma sétt fas for hogerledet

u(t) = cos(x)
u(t) = —sin(z)
i(t) = —cos(x)
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med (t) + u(t) = —cos(x) + cos(z) = 0. Villkoren &verensstdmmer ocksa
enligt ovan da u(0) = cos(0) = 1 och u(0) = —sin(0) = 0.

I och med att de bada leden uppenbarligen loser samma begynnelsevirdespro-
blem (med en unik l6sning) maste de vara lika.

d)

Vi vill visa att cos(m — x) = —cos(z) och anvénder samma lsningsgang
som tidigare. Man far for VL

u(t) = cos(m —x)
u(t) = sin(m — )
i(t) = —cos(m—x)

med i(t) + u(t) = — cos(m — x) + cos(m — x) = 0. Vara villkor blir u(0) =
cos(m) = —1 respektive %(0) = sin(m) = 0. Aterstar att se om hogerledet ger
samma resultat.

u(t — cos(x)
u(t) = sin(z)
i(t) = cos(z)

dar i(t) + u(t) = cos(x) — cos(z) = 0, och u(0) = —cos(0) = —1, u(0) =
sin(0) = 0. Vi har med andra ord att VL. = HL och likheten géller.
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4 Uppgift 32.10

Compute the following integrals by integrating by parts

a) fol 23 sin(z) dx
b) fol e’ sin(z) dz
c) fol 22 cos(z) dx
Vi bérjar kunna det hir med partiell integration (om inte annat se tidigare

riknedvningar) och ger oss snabbt i kast med uppgifterna. Notera att jag
loser c) fore a).

/OlmQ cos(z)de = [sin(z)a?]! 2/1:35111( ) dz

0
= sin) - 2 ([~ coste) al + [ cos(a)- n
5

= sin( Sln(fl))](l))
cos(1) + sin(1))

in(1).

= sm(
= 2605(1)

1 1
/ 23 sin(x)dr = [— cos(x) x?’](l) +3 / 2% cos(x) dx
0 0
=2 cos(1)—sin(1)
—cos(1) +3 (2 cos(1) —sin(1))
= 5 cos(1) — 3 sin(1).
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1
= esin(l) — | [¢® cos(w)]é—i—/ e” sin(x) dx
— Jo
=ecos(1)—1

1
= esin(l)+1—ecos(l) — / e® sin(z) dz,
0
ur vilket vi far att
1
2 / e’ sin(z)dr = e(sin(l) —cos(1)) + 1,
0

varfor

(e (sin(1) —cos(1)) + 1)

N | —

1
/ex sin(z) dr =
0

och vi ar klara.
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5 Uppgift 32.14

Show that

a) arcsin(—z) = — arcsin(x)
b) arccos(—z) = m — arccos(x)
c¢) arctan(—x) = — arctan(z)
d) arccot(—x) = w— arccot(x)
e) arcsin(x) + arccos(z) = §
f) arctan(z) + arccot(z) = 5

Vi har att visa pa ett antal likheter, dér 16sningsgangen mer eller mindre &r
densamma. Forst och framst tar vi oss en titt pa deluppgift b).

b)

Vi provar att lata savdl VL som HL utgora input at cos(z) och skriver

cos(VL) = cos(arccos(—z)) = —x

for vansterledet samt

cos(HL) = cos(m — arccos(z)) = — cos(arccos(x)) = —x

for hogerledet (minns att cos(m — ) = — cos(z) fran 32.8d). Innebér det hér
att uppgiften ar 16st? Vi har ju att cos(VL) = cos(HL)? Det &r visserligen
ett steg i rétt riktning, men inte ett fullstindigt svar. Anledningen till det
dr att cos(z) inte #r en injektiv funktion (dvs. att samma funktionsvirde
aterkommer for flera input; cosinus &r precis som sinus en periodisk funk-
tion). Vara tva input skulle med andra ord kunna vara olika, men trots det
ge samma svar. Vi riddas emellertid av att arccos € [0, ] = I per defini-
tion. Darmed maste bade VL och HL ligga i samma intervall, och pa I &r
faktiskt cos(z) injektiv (ndrmare bestdmt striangt avtagande). Darmed foljer
att leden &r lika och uppgiften ar 16st.
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6 Uppgift 32.15

Calculate analytically

a) arctan(yv/2 — 1)
b) arctan (§) + arctan (g)
1

¢) arcsin (%) + arcsin ()

d) tan <%)

e) sin(2 arcsin(0.8))
f) arctan(2) + arcsin (%)

Vi loser i forsta hand deluppgift b).

b)

Vi noterar sambandet

b
arctan(a) + arctan(b) = arctan (1a—+ab>

fran (32.27) i AMBS. Dérav fas att

1 7 +
arctan | — | 4+ arctan | = = arctan
8 9 1-—
( - )
72
72

= arctan(l) =

ol
NelEN|

ool
Neli|

= arctan

-

Y

och vi ar klara.
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7 Uppgift 32.16

Solve the equations

a) arccos(2zx) = arctan(x)

b) arcsin(cos(z)) = 2 /3
Aterigen riktar vi in oss pa deluppgift b).

b)

Vi har att 16sa

arcsin(cos(z)) = V3

for . Notera att cos(z) = sin (5 — z) frén 32.8e. Man kan dérfor skriva

arcsin(sin (g—m» = zV3
—z = zV3

s
2

3

\/§§+1:2(\/7§T+1) -1 (va-1).

efter att ha forlingt uttrycket med /3 — 1 i sista steget.
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8 Uppgift 32.21

Find the inverse z = arcsinh(y) of y = sinh(z) = § (e” — ¢~?) by solv-
ing for x in terms of y. Also find a similar formula for arccosh(y).

For att 16sa de bada deluppgifterna tar vi hjdlp av tipset i uppgiften.

a)

Vi har per definition att

1
y = sinh(z) = 3 (" —e ™).
Multipliceras bada leden med e® fas
1
ye' = 3 (e** —1),
och med z = e” ges
Yz = = (22 — 1) ,

dér vi har att 16sa
22 —2yz—1 = 0,
en andragradsekvation med nollstéllena
212 = yEVyP+1
Gar vi tillbaka fran z till e® erhalles
e = y+Vyr+1,
dér x 16ses ut genom att ta den naturliga logaritmen for bada leden

r = 1n(y:|:\/y2+1).
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Men vi vet att input till In(z) ska vara positivt och eftersom /y2+1 >y
ges att

x = ln(y—l—\/yQ—i—l),

varmed inversen ar bestamd.

b)

Att finna cosh™!(z) gors pa likartat sitt. Vi har att

y = cosh(z) =< (" +e "),

N —

med cosh(x) € [1, oo]. Dérfor &r tydligen y > 1. Lat oss fortsidtta som i
foregaende uppgift

1
ye' = 3 (62”” + 1)
och med z = e” ges

(22—|—1).

N =

Vi skall alltsa 16sa

22 —2yz4+1 = 0,
med rotterna

212 = Y=L V2 -1,

och kan ga tillbaka till den ursprungliga variabeln

e’ = yEy2-1
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For att éverhuvud kunna bestimma en invers z = f~!(y) till f(x) maste
funktionen vara injektiv (annars kan vi inte bestimma nagon entydig in-
vers). Sa #r inte fallet for cosh(z) som dr en jimn funktion. Vi koncentrerar
oss déarfor pa positiva reella axeln, dvs. later z > 0, och far 16sningen till
problemet som (efter att ha tagit naturliga logaritmen for bada leden)

x = 1n(y+\/ﬁ),

eftersom cosh(z) #r injektiv for > 0. Notera att den ena losningen till
andragradsekvationen faller bort, nér z antas positiv. Vi &r klara.
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