7 Egenskaper av vantevardet
7.2 Vantevardet av summor av stokastiska variabler

Proposition 2.1: Om stokastiska variabler X och Y har den simultana frekvens-
funktionen p(z,y), da ar

Elg(X, V)] =>_> g(=,v)p(z,y).
Yy T
Om X och Y har den simultana téthetsfunktionen f(z,v), da &r

Bly(X.V) = [~ [~ g@y)i@.y)doay.

Ex.2a: Det intraffar en olycka i en viss punkt X som ar likformigt fordelad pa
en vag av langd L. Nar olyckan intraffar, finns det en ambulans pa véigen i punkt
Y, som ar ocksa likformigt fordelad pa vagen. Anta att X och Y &r oberoende.
Vad &r det forviantade avstandet mellan ambulansen och punkten, dar olyckan
intraffar?

Lat g(X,Y) = X +Y, E[X] < 00 och E[Y] < co. D4 &r
Elg(X,Y)] = E[X + Y] = E[X] + E[Y].

Genom att anvénda induktion kan man visa att for X, Xo,..., X,, E[X;] < oo,
1=1,...,n, ar
E[X; + ..+ X, =EXi]+ ... + E[X,].

Ex.2c: LatX;, Xs,..., X,, vara oberoende och likaférdelade stokastiska variabler
som har fordelningsfunktionen F' och vantevirdet . Man siger att en sadan f6ljd
av stokastiska variabler ar ett stickprov (sample) fran fordelningen F'. Storheten

kallas ett stickprovsmedelvirde. Berdkna E[X].
Ex.2e (véntevérdet av Bin(n,p)): Lat X ~ Bin(n,p). Berdkna E[X].

Ex.2h: Anta att N personer kastar sina hattar pa golvet. Man blandar hat-
tarna och sedan tar var och en av personerna en av hattarna pa mafa. Vad &r
vantevardet for antalet personer som valjer sin egen hatt?



Ex.2k: 10 méan jagar dnder. Nar en flock av dnder flyger Over, skjuter jigarna
samtidigt. Var och en av jagarna véljer var sin and pa mafa och oberoende av
varandra. Var och en av dem tréffar sin and med sannolikhet p oberoende av de
andra. Vad ar det forvintade antalet d&nder som inte blir skjutna, nar en flock av
storlek 10 flyger 6ver?

Ex.2j: Man samlar kuponger. Anta att det finns N olika kuponger och att varje
gang man far en ny kupong ar det lika sannolikt att den ar vilken som helst av
de N typerna.

a) Vad ar det forvantade antalet kuponger som finns i en samling av n kuponger?

b) Vad ar det férvintade antalet kuponger som man behéver ha tills man har
en fullstindig samling (minst en kupong av varje typ)?

7.3 Kovarians, varians av summor och korrelation

Proposition 3.1: Om X och Y ar oberoende, da ar for varje funktion h och g
(h(z), h(y) € R)
E[g(X)h(Y)] = E[g(X)]E[h(Y)].

Definition: Kovariansen mellan X och Y, Cov(X,Y), definieras

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]|E[Y].

Obs! Om X och Y dr oberoende &r Cov(X,Y) = 0.

Ex: Lat X vara en stokastisk variabel som kan anta viardena 0, 1 och -1, var och
ett med sannolikhet % och lat

v — 0 om X #0
11 omX =0 "

Vad #r kovariansen mellan X och Y? Ar X och Y oberoende?
Proposition 3.2:
(i) Cov(X,Y) = Couv(Y,X)
(i) Cov(X,X) =Var(X)
(iii) Cov(aX,Y) = aCov(X,Y)

in: Cov(X;,Y;).

i=1j=1

\gE

(iv) Cov(3 X;, 35 Y;) =
i=1 j=1

~



Varians av en summa av stokastiska variabler:

n—-1 n
Var( Z ZV(LT D+2>0 ) Cou(X;, X;).
i=1 =1 j=i+1

Ex.3a: Lat X, X,,..., X, vara oberoende och likaférdelade stokastiska variabler

— n

med vantevardet p och variansen 0. Lat X = % > X vara stickprovsmedelvardet.
i=1

52 — i (XZ B X)2

=1

Den stokastiska variabeln

n—1
kallas stickprovsvariansen. Berikna Var(X) och E[S?].

Ex.3c: Berakna variansen av X, dar X ar antalet personer som valjer sin egen
hatt i Ex.2h.

Definition: Korrelationen mellan tva stokastiska variabler X och Y, p(X,Y),

definieras
Cov(X,Y)

\/ Var(X)Var( )

p(X,Y) =

om Var(X) > 0 och Var(Y) > 0.

Obs! [p(X,Y)| <1 och |p(X,Y)| =1 om och endast om Y = a + bX, dér a och
b ar konstanter.

Ex.3g: Lat Xy, Xo,..., X,, vara oberoende och likaférdelade stokastiska variabler
med variansen ¢2. Visa att Cov(X; — X, X) = 0.

Obs! X och X; — X ir inte nédviindigtvist oberoende.
7.4 Betingat vantevarde

7.4.1 Definitioner

Diskreta fallet: Lat X och Y vara diskreta stokastiska variabler med simultan
frekvensfunktion p(z,y). Da definieras den betingade frekvensfunktionen av X
givet Y =y

p(z,y)

pyv(y)

for alla y sadana att py(y) > 0. Det betingade vintevdrdet av X givet Y =y
definieras

pxy(zly) = P(X =z]Y =y) =

EX[Y =y|=) aP(X =2V =y) = apxy(zly), pv(y) >0.



Kontinuerliga fallet: Lat X och Y vara simultant kontinuerliga stokastiska
variabler med den simultana tathetsfunktionen f(z,y). Da definieras den betingade
tathetsfunktionen av X givet Y =y

f(z,y)
fr(y)

for y sadan att fy(y) > 0. Det betingade vintevirdet av X givet Y = y definieras

fxy(zly) =

o0

BIXIY =y = [ afvy(aly)da

for varje y for vilken fy(y) > 0.

Obs! Det betingade véntevirdet har alla egenskaper som det obetingade (van-
liga) véntevérdet har.

Ex.4a: Om X och Y &r oberoende Bin(n, p)-fordelade stokastiska variabler, vad
ar det betingade viantevardet av X givet X +Y =m?

Ex.4b: Den simultana tathetsfunktionen av X och Y ar

eiﬁ/yefy

, 0<zr<o00,0<y <0
0 annars

Vad ir E[X|Y = y]?

7.4.2 Berdakning av vantevarden genom betingning

Obs! E[X|Y] ar en funktion av den stokastiska variabeln Y, som antar vérdet
EX|Y =y]daY =y.

Proposition 4.1:
SEX|Y =y|]P(Y =y), omY diskret

E[X] = E[E[X|Y]] = { fyfooo E[X|Y =y]fy(y)dy, om Y kontinuerlig

Ex.4c: En gruvarbetare ar i en gruva och vet inte hur han kan ga ut darifran.
Gruvan har tre dorrar: Om gruvarbetaren valjer

dorr 1, ar han ute efter 3 timmar
dorr 2, ar han tillbaka till gruvan efter 5 timmar

dorr 3, ar han tillbaka till gruvan efter 7 timmar.



Varje gang viljer han en av dorrarna pa mafa. Vad ar da den forvintade tiden
tills han ar ute?

Ex.4f: Det finns a vita och b svarta bollar i en urna. Man drar en av bollarna at
gangen tills man drar en vit boll for forsta gangen. Vad ar det forvintade antalet
svarta bollar som dras?

7.4.3 Berdkning av sannolikheter genom betingning

Lat E vara en godtycklig handelse och lat

{ 1, om F intraffar
X = .
0 annars

Da dr E[X| = P(X =1) = P(E) och E[X|Y =y] = P(E|Y = y) for vilken som
helst stokastisk variabel Y. Da ar

o S P(E]Y =y)P(Y =y), om Y diskret
= Yy .
[ P(E)Y =y)fy(y)dy, om Y kontinuerlig

Ex.4i (bésta priset -problemet/bésta sekreterare -problemet): Man presenterar
n skilda priser i en f6ljd. Efter att ett pris har presenterats, maste man antingen
acceptera det eller 6verge det. Den enda informationen man far ar rangordningen
av det nya priset, som just presenterades, jamfort med de priserna man har redan
sett. Om man Overger ett pris, har man forlorat det. Man vill maximera sanno-
likheten att man far det basta priset. Anta att var och en av de n! ordningarna
av priserna ar lika sannolika. Hur val kan man gora?

Ex.41: Lat X och Y vara oberoende kontinuerliga stokastiska variabler. Vad &r
fordelningen for X + Y?

7.4.4 Betingad varians

Definition: Den betingade variansen av X givet Y = y definieras

Var(X|Y) = B[(X - BIX|Y])?|Y] = B[X*Y] - (B[X|Y))"

Proposition 4.2: Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var(E[X|Y]).

Ex.4m: Antalet passagerare som kommer till jairnviagstationen under en tidspe-
riod av langd t ar Poisson(At)-fordelat. Taget (som passagerarna vill aka med)
ankommer till stationen vid en tidpunkt som ar Lik(0,T)-fordelad (oberoende
av ndr passagerarna kommer). Vad ar véntevérdet och variansen av antalet pas-
sagerare som hinner med pa taget?



7.6 Momentgenererande funktion

Definition: Den momentgenererande funktionen M (t) av en stokastisk variabel
X definieras

M(t) = B¢ > ep(x) om X diskret
= e = T
25, e f(z)dz om X kontinuerlig

for sadan ¢t € R att summan/integralen konvergerar.

Alla moment av X (E[X], E[X?], E[X?],...) kan beriknas genom att anviinda
den momentgenerande funktionen M ().

Obs! Momentgenererande funktionen bestammer fordelningen unikt.

Ex.6e: Momentgenererande funktionen av en stokastisk variabel X ar M(t) =
exp(3(e! —1)). Vad ar P(X = 0)?

Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler med momentgenererande funk-
tioner M (t) och My (t). Da &r

Mx 1y (t) = Mx(t) My (t).

7.6.1 Den simultana momentgenererande funktionen

Lat X, Xo,..., X,, vara stokastiska variabler. Da ar den simultana moment-
genererande funktionen av Xy, Xo,..., X,

M(tl t2 tn) = E[et1X1+t2X2+___+tan]

for (tI: tg, atn) € R".
De individuella momentgenererande funktionerna av X, Xj,... och X, ar
My, (t) = E[e"*] = M(0, ...,0,t,0, ..., 0).
Den simultana momentgenererande funktionen bestammer den simultana férdelningen
av X1, Xo,..., X,, unikt.

De stokastiska variablerna Xi, X5,... och X, ar oberoende om och endast om

M(tl,tz, ,tn) = ]\4){1 (tl)MXz(t2) T el MXn(tn)

Ex.6m: Anta att antalet personer som kommer till ett postkontor &r Poisson(\)-
fordelat och att en av personerna som kommer riknas med sannolikhet p oberoende
av de andra. Visa att antalet personer som raknas och antalet personer som inte
raknas ar oberoende Poisson-fordelade variabler med resp. parametrar Ap och

Ap(1 = p).



