9. Andra omraden inom sannolikhetsteori
9.1 Poissonprocessen

Anta att en héndelse (t.ex. jordbdvning) intréaffar vid slumpméssiga tidpunkter.
Lat N(t) vara antalet handelser som intraffar pa tidsintervallet [0, ¢]. En samling
av stokastiska variabler {N(t),t > 0} &r en Poissonprocess med intensitet A > 0,
om

i) N(0) =0 (processen borjar vid tid t = 0)
ii) Antalet hiandelser som intréffar pa disjunkta tidsintervall &r oberoende

iii) Fordelningen av antalet handelser pa ett givet intervall beror bara pa lingden
av intervallet, inte pa var intervallet ligger (stationaritét)

iv) P(N(h) =1) = Ah + o(h), déar en funktion f &r o(h), om }Lir% @ =0, dvs.
att f(h) ar litet jamfort med h

v) P(N(h) > 2) = o(h)

Lemma 1.1: For en Poissonprocess med intensitet A, ar

Anta att man har en Poissonprocess. Lat T vara tiden, da den forsta handelsen
intriffar och for n > 1 lat T, vara tiden som gar mellan den (n — 1)-te och
n-te hiandelsen. Foljden {T,,n = 1,2...} kallas foljden av ankomsttider mellan
handelserna.

Proposition 1.1: T3, Ts,... ar oberoende och Exp(\)-fordelade stokastiska vari-
abler.

Ankomsttiden av den n-te hidndelsen (eller vantetiden tills den n-te handelsen)
definieras

S, = Z T;, n>1.
i=1
och S,, ~ Gamma(n, \)
Sats 1.1: For en Poissonprocess med intensitet A
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Ex.7d(7e) (i Kap 4): Anta att antalet jordbdvningar/vecka i Kalifornien foljer

en Poissonprocess med intensiteten 2. Hur stor ar sannolikheten att det intraffar
minst tre jordbavningar under de tva néasta veckorna?



Ex: Anta att antalet ménniskor/dag som flyttar till en stad f6ljer en Poissonpro-
cess med intensiteten 1.

a) Vad ar den forvéntade tiden tills den 10-de personen flyttar till staden?

b) Vad ar sannolikheten att tiden mellan den 10-de och den 11-te personen &r
langre an tva dagar?

Ex: Antalet bilar/minut som passerar en viss punkt pa en motorvig foljer en
Poissonprocess med intensiteten 3. Om man springer blint 6ver véagen, vad ar
sannolikheten att man ar oskadad om det tar s sekunder att springa 6ver? (Anta
att om man Ar nagonstans mitt pa vigen nér en bil kommer blir man skadad.)
Berdkna sannolikheten med s = 2.5, 20

9.2 Markovkedjor

Lat Xy, Xi,... vara en foljd av stokastiska variabler, som kan anta vérdena
0,1,...,M. Man sager att X,, ar tillstandet av ett system vid tid n och att systemet
ar i tillstand ¢ vid tid n, om X,, = 1.

Foljden av stokastiska variabler bildar en Markovkedja om varje gang nar systemet
ar i tillstand ¢, finns det en fixt sannolikhet P;; att systemet kommer att vara i
tillstand 7 néast. Dvs. att for alla i, ..., 4,_1,1, J

P(Xpi1 =71Xn =10, X1 =ip_1, ..., Xo = i) = Pj.

Vardena P, 0 < ¢ < M, 0 < j < M, kallas overgangssannolikheterna av
Markovkedjan.

Den simultana frekvensfunktionen av Xj,...,X,, ar

P(Xy, =tin, ... X1 = i1, Xg = 19) = B, - P o Py iy Py iy P(Xo = ig).

n—17in n—27in—1 T 0-%1
Ex.2a: Anta att viadret (regnar/inte regnar) i morgon beror bara pa védret i dag:
Om det regnar i dag, regnar det i morgon med sannolikhet a och om det inte
regnar i dag, regnar det i morgon med sannolikhet (3. Beskriva vadersystemet

som en Markovkedja.

Ex.2c: Anta att det finns M molekyler i tva urnor. Vid varje tidpunkt dras en av
molekylerna pa mafa och flyttas fran sin davarande urna till den andra urnan. Lat
X, vara antalet molekyler i den forsta urnan just efter det n-te flyttet. Beskriva
systemet som en Markovkedja.



Proposition 2.1 (Chapman-Kolmogorovs likheter):

ZPT)P" ) for alla 0 < r < n,

dar Pi(f) ar sannolikheten att systemet &r i tillstand ¢ och kommer att vara i

tillstand j efter tva steg.

Ex.2d: Slumpvandring: En partikel ror sig pa z-axeln. Vid varje tidpunkt tar
partikeln ett steg till hoger med sannolikhet p och ett steg till vanster med san-
nolikhet 1 — p. Dvs. att partikelns vég féljer en Markovkedja som har 6vergangs-
sannolikheterna

Py =poch P 1 =1—p,i=0%1,..

Berédkna Pi(j") .

Ofta konvergerar Pz(j , da n — oo, till ett varde II;, som beror bara pa j

(tillstandet man hoppar i). Dvs. att for stora véirden av n ar sannolikheten
att systemet ar i tillstand j efter n steg approximativt II; oberoende av var man

startade. Ovan géller om (men inte endast om) for nagon n > 0, Pi(f) > 0 for
allai,j =0,1,..., M. Man séger att en sadan Markovkedja &ar ergodisk.

Sats 2.1: For en ergodisk Markovkedja existerar

II; = lim p)

n—oo Z] !

dar Ilj-er, 0 < j < M, ar de unika ickenegativa losningar av

M M
Hj:ZHkpkj och anzl
k=0 J=0
Ex.2e (Ex.2a fortsitter): Berdkna gransvirdena av sannolikheterna.

Ex.2f (Ex.2c fortsitter): Berdkna proportionen av tiden da det finns j molekyler
i den forsta urnan, j =0,1,..., M.



