TENTAMEN: Sannolikhetsteori 1, 10p. 2003-12-20.

Kortfattade l6sningar:

1) a) Se boken (Kapitel 3.4, s. 83).

b) Héndelserna {X = 0} och {Z = 3} &r oberoende om P(X = 0,7 =
3)=P(X =0)P(Z =3). Nuiir P(X =0)=p, P(Z=3) = P(X =
0,Y =1)+P(X =1,V =0) = P(X = 0)P(Y = 1)+P(X = 1)P(Y =

0) =2p(1 —p),och P(X =0,Z=3)=P(X =0,Y =1)

0)P(Y =1) =p(1 —p). Vifar att p(1 —p) = p-2p(1 — p), vilket ger
att héndelserna {X = 0} och {Z = 3} &r oberoende om p = 0, 0.5
eller 1.

2) Se boken (Kapitel 4.4, Proposition 4.1, s. 134).

3) Se boken (Kapitel 6.3, Ex. 3e, s. 267). Man kan ocksa anvinda moment-
genererande funktioner.

4) Lat X ~ Ezp(0.1) och Y ~ Ezp(b), b < 0.1. Da & P(X > 10) =
[50.1e %1% dy = e och P(Y > 10) = ¢ '%. Nu méste e % > 1.1e7!. Vi
far att b < 0.0905.

5) a) =3

b) 2(3+44+5+2-6)8! __ 8

10! 15
6) Lat A = {tva raa efter att ha atit fem}. Da ar P(pase 2|A) = P(pase 2, A)/P(A) =
P(A|pase 2)P(pase 2)/(P(A|pase 1)P(pase 1)+P(A|pase 2)P(pase 2)) (Bayes

sats). Nu ar P(A|pase 1) = 3 ; ) / ( 150 > = 2 och P(A|pase 2) =

(;) (g)/(15()):%ochviférattP(pz‘ise2|A):é.

7) a) Lat A = {restiden av sparvagnen (Mia)} och B = {restiden av bussen (Kalle)}.
Vi vill rikna P(JA — B| < 10). Nu &r A — B ~ N(30 — 20, 36 + 64) =
N(10,100) och da &r P(|JA — B| < 10) = P(-10 < A — B < 10) =
P(-2<(A—-B-10)/10<0)=P(-2< Z < 0)=®(0) — ®(-2) =
0.5—1+®(2) =0.9772 — 0.5 = 0.4772, dir Z ~ N(0,1).

b) P(A< B)=P(A—B<0)=P((A—B-10)/10 < —1) = &(—1) =
1—®(1) =1 —0.8413 = 0.1587.



8)

10)

X ~ Ezp(1) och Y ~ Ezp(1l). Da ér E[X]| =Var(X) =E[Y]=Var(Y) =
loch E[Z] = E[X+Y]| = E[X]+E[Y] = 2 och sedan X och Y &r oberoende,
arVar(Z) =Var(X+Y) = Var(X)+Var(Y) = 2. Kovariansen mellan X
och Z ir E[X Z|-E[X|E[Z] = E[X (X +Y)|-E[X|E[Z] = E[X?+E[XY]-
E[X|E[Z] = Var(X)+(E[X])*+E[X]E[Y]-E[X]E[Z] = 1. Korrelationen
mellan X och Z dr Cov(X, Z/\/Var War(Z )—1/\/1-—:%2.

a) Lat X vara antalet dagar tills fangen &r i frihet. Da &r E[X]| = 0.5(2+
E[X]) + 0.3(3 + E[X]) + 0.2 -0 = 1.9 + 0.8E[X]. Da ir E[X] = 9.5.

b) Nuér E[X] = 1(2+3(34+0)+3-0)+3(3+5(24+0)+5-0)+3-0 = 2.5.

Lat X; vara livslangden av den ite komponenten och n det sokta antalet
komponenter. Vi hittar n genom att 16sa olikheten P(Z X; < 8a) <0.025.

Nu ar P(ZX < 8a) = ((ZX —na)/a/n < (8a — na)/a\/n) ~ P(Z

(S—n)/\/_)_q)((S—n)/\/_) < 0.025. Vi far att 1 — ((S—n)/\/_) >
1 —0.025 = 0.975 och da ar ®(—(8 — n)/y/n) > 0.975 och (n — 8)/y/n >

0.975. Vi far att n > 15.8 och da kan vi sidga att man behover minst 16
komponenter.



