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1 Introduction
Considérons I’équation différentielle

0 0

. 2 _ _
i+ Q% = g(x) avec Q = < 0wl

> , W >1 )
g non-linéaire et analytique .
Nous aimerions montrer que la solution de ce probleme peut-étre écrite (formellement) sous la forme

z(t) = y(t) + Y ™M),

k40

avec y(t) et zF(t) des fonctions lisses (i.e. toutes leurs dérivées sont bornées indépendamment de w).
Essayons d’expliquer la forme de la solution z(t) = y(t) + >, ekt 2k (t) .
1) Tout d’abord pour une équation différentielle & (t) + w2z (t) = g(t).
Une solution particuliere est donnée par

z(t) = co(t) + w ter(t) + w2ca(t) + w 3es(t) + w tea(t) + ...

avec les coefficients ¢; a déterminer :

Co(t)+w e (t) w26 (t) +w 3 (t) +w e () ..+ weo (t) Fwer (B) ez (t) +w tes (B) +w e (t) +
e =g(t)

Donc ¢o(t) = 0,¢1(t) = 0,¢2(t) = g(t),c5(t) = 0,c4(t) = —C2 = —=§(2),...

D’ou la solution générale

z(t) = w 2gt) — w tG(t) + ... + d1e™t + dye !

qui est bien de la forme désirée (y(t) = w2g(t) — w™*§(t) + ... et d1,d2 fonctions constantes).

2) Introduisons maintenant une non linéarité a droite de I’égalité: i + w2z = 22 + g(t).
Pour résoudre ce probleme nous allons utiliser I'itération du point fixe:
xg = 0d'olt i1 +w?z; = 25 +g(t) = g(t) donc par le calcul précédent z1(t) = y(t)+die™t +dye L.
Fo +w?re = 2+ g(t) = y? + d3e®™t + d3e=2wt + .+ g(t) que nous résolvons comme avant et nous
constatons que la solution de I’équation différentielle est bien du type voulu.

Pour parvenir & une solution de # + 92z = g(x) nous allons tout d’abord introduire la notion d’arbre
(paragraphes 2 et 3, désolé pour les longs calculs...). Puis nous verrons quelques lemmes au paragraphe 4
qui nous servirons a exprimer la solution sous la forme voulue. Malheureusement cette série ne converge
pas et il nous faudra la tronquer. Par chance (!), Perreur ainsi faite est exponentiellement petite.

Ce résultat est utile pour montrer la conservation de 1’énergie (et de 1’énergie oscillatoire) sur de longs
intervalles (cf. [1]).

Pour plus d’informations sur 1’équation différentielle (et le probleme de Fermi-Pasta-Ulam), nous ren-
voyouns le lecteur & [1].

2 Motivations pour 'utilisation des arbres

Comme son nom l'indique, ce paragraphe n’est “qu’une” motivation pour ’emploi des arbres . Il comporte
beaucoup de calculs qui sont néanmoins nécessaire a la compréhension du prochain paragraphe.
Pour résoudre le probleme

0

i+ Q% =g(x) on Q= < 0

0
wl ) avec w > 1, (1)



qui est équivalent a

io 4 wlrs = go(z1,22),

{Zil = g1(21,22) (2)

on écrit la solution sous la forme z(t) = y(t) + Zeik“tzk(t) ou y = (y1,y2) est une fonction réel et
k#0

2k = (2F,25) sont des fonctions complexes (on a 2% = 2F z; = 2] 29 = 21) qu'on insere dans (2) et qui

donne, grace a Taylor:

i+ <Zeikwtzk(t)>(2) (1) +g/1(y1’y2)<Zeikwtzk(t))+

k#0 k0

lg’f(ybyz) ( Z ekt k(g Z eikwtzk(t)> v

2 k#0 k40

. (2 , .
o+ (Do €M) T +wlys + 0t Y e () =ga(yrwe) + galyran) (Y () +
k#0 k#0 k#0

L ) ( D ekt (), Y ekt (t)> +

2
k#0 k0
(m)

Puis on compare les coefficients de e****, ce qui nous donne, avec les notations g;""’ (y)2% = gl(m) (y)(z*,...,2%m)

pour un multi-indice o = (@1,...,a,,), O v # 0 entier et s(a) = D" ay:

. 1 m «
k=0: i1 =g(y1,y2) + Z ﬁgg ()2

s(a)=0,m>1
.. . 1T m
k=1: —w?z + 2w +% = Z ﬁgﬁ )(y)za
s(a)=1"

k=2 2% 122w+ = Y M)
s(a)=2

Ainsi que (pour la deuxiéme coordonnée):

.. 1 a
k=0: di2+w’ys =ga(y1.y2) + Z mggm)(y)z
s(a)=0,m>1

L. . 1 (m) o
k=1: 2iwis+ = Z mgz ()2
s(a)=1
. . 1 m
k=2: —220.)225 +2- 2zwz§ + z% + w2z§ = (2)22 mgé )(y)za



On obtient ainsi le systeme d’équations différentielles suivant:

( M%Z )+ < y02 ) =g+ Y %g(m(y)za

s(a)=0,m>1
—w?z 2iwi + 5 L s o
( %iwi, )T % = (Z):_lmg (v)z
—k*w?2f 2kiwsk + 25 L
= _— alm @ >
< (1 — k?)w?2k + iwik + zb (Z):_k Y (y)z* pour k > 2

Ou, pour w grand, les termes dominants sont dans la partie la plus & gauche de I'expression.

Pour qu’une solution de ce systéme soit sans oscillations (i.e. avec des dérivées bornées indépendamment
de w) , on observe que y» = O(w~2). On peut donc développer les termes non linéaires en série de Taylor

autour de (y1,0).
a) En considérant des termes jusqu’a O(w=2), on obtient :
* y2=0(w?)

e z; = —22 + O(w?) on dérive cette équation, puis on insere 2, = —2%) + O(w?) dans la

formule pour z; et on obtient z;3 = O(w™?)
o 2 =0W etk =0wW2)ouk>2
o i1 =g1(y1,92) + Zs(a):O %gim) (y1,y2)z™ =
91(11.0) + X y(a)-0,0ie 1) 71 oy 91 (#1,0)2% + O(w ™)
(toujours a& laide de Taylor et ot z* ne contient que zzﬂ)
e Pour 25:

R 1 1 ) a 2
Dity = —(~f2) + = <Z>—1 —95" (11.,0)2" + O(w )
On dérive (afin d’éliminer la dérivée d’ordre 2 ):

Lol 1 () o .
2@22—;(—z2)+;< Z 192 (y1,0)2> +O(w™?)

s(a)=1

qu’on insere dans (4) ce qui nous donne:

, 1 1o N o
Z2 = % Z m@gg(ylﬁ)z + O(UJ )
s(a)=1,a;€{£1}

(ot 2% ne contient que z3)

b) Essayons jusqu’a O(w™3):
[ )
_u, 1t 1 L ) o -3
A=A+ —h-— Z iG] (11,0)2% + O(w ™)
s(a)=1
qu’on dérive deux fois (pour éliminer les termes 21 et 1) :

2, 1. 1 L G
21—;41*-?21*?( Z 9 (ylao)z)

: +0(w™3)

L 2. 1. 1 1 Ne B
212521—%—?21*?( Z WQY")(M,O)Z ) +0w™?)
s(@)=1



Puis qu’on insere dans (5):

1 o™ [ -3
a=- Z m@gl(ylﬁ)z +0w™)
s(a)=1,a;€{£1}
(de nouveau z* ne contient que zy")
24 1 1 1
k _ sk sk (m) o -3
A=t s - (E)jk —07" (11.0)2" + O(w™?) (6)

qu’on dérive deux fois:

Puis qu’on insere dans (6):

1 1 gm
P = > S — -3
e 7](:2(,‘)2 Z m! aygngl(ylao)za + (’)(w ) (7)
s(a)=k,a;€{£1}

(comme avant z* ne contient que z5')

—2ki 1 1 1
k _ ko sk § : (m) 0)2% + O _3 8
2T R * (1 — k?)w? & m! 92 (12.0)2% + Olw ™) (8)

qu’on dérive deux fois:

—2ki 1 1 1 )
ko ok - ok L (m) a _3
Zy = = k2)wz2 TS Z5 + A= ( (Z)_k 92 (y1,0)z ) +0Ww™)

sk = i(....) + oW

Puis qu’on insere dans (8):

1 1 9™
k __ « —3
Zg9 = (1 _ k2)w2 E : m! aygng2(y170)z +O(w ) (9)
s(a)=k,a; €{£1}

(de nouveau z* ne contient que z; ")

1 . 1 1 T (m) a -3
Vo= =3l + —02(y1,0) + — (Z):Omgz (¥1.0)2 + O(w™) (10)

qu’on dérive deux fois (pour éliminer le terme i) :

, 1.1 M 1 1 AW .
J2=——Y2t E(QZ(ylaO)) + E( Z ngm)(ylao)z ) +0W™?)
s(a)=0

iin = %(....) + oW )



Ce qui nous donne, en insérant le tout dans (10):

1 1 1 om R L
Y2 = E92(y1:0) + Z ﬁ@!ﬁ(ylao)z +O0w™) (11)
s(a)=0,a;€{£1}
1 1 1 0™ mtl
2= 95 1\ a9, m ’0 “ a m+1 70 a, > @) -3 12
ST O (ypetn 0= + o OC ) + 0@ ™) (12
sSla)=
L . o 1 e 1 1 & 5 .
qu’on dérive, puis on insere £ = — 5= + 555> (421 7 ( . ) +O(w™3) et 3 =O(w™1) dans
(12) et en remarquant que yo = O(w2):
1 1 om 1 1 gmtt 3
h=g— Y a0 Y o (i) + 0w )
2iw s(a)=1,a;€{£1} m 8y2 dw s(a)=1,ae{£1} m: aylayZ

. 0
g1 =91(y1,0) + 9 ——91(y1,0)y2 + Z '8 —91(y1,0)2"

s(a)=

1 am
i 2 ol B e 191 WL 0) (225725 )
s(@)=0,a1€{%1,+2,...,£(m—1)} Y10Ys

a?a---aamE{il}

A O oy (s81 02 am

- Z m! 9y 19 91(y1,0) (257,252 ,....20™ )+
s()=0,am €{£1,42,...,£(m—1)} Yo Y1

al:---yam—le{il}

6m+1

1 _
+ Z @ng(ylﬁ)(zaayz) +O0(w™)
s(a)=0,a;e{x1} Y2

O4 dans la premiére somme un o peut étre différent de £1. Puis on utilise (11) et (7):

m

1 0 1
i = 0) + —— ,0( 0 > — —— g2 (11.,0 a)
i = g1(y1 )+w2 ay291(y1 ) 92(y1,0) + ol ay;ngz(yl )2 )+
s(a)=0,a;€{£1}

+ Z '(9m 91(y1,0)2“+

n Z 1 am

—'ﬁgl(ylao)
s(0)=0sr € {4102, 4 (1)} TV Y1093
oontm e {1} (13)
1 1 o™ «
<_— > o1 (y1.0)27.25% za"‘)+---

2,,2 |
N araepiny M OV

1 gmtt 1
+ Z ml Oy m+191(y1,0)< EQQ(Z/MO)‘F
(a)=0,0;€{£1}
1 1 om . s
t3 Z E@QZ(ylaO)z ) +O0wW™)

s(a)=0,a;€{£1}

¢) Prenons notre courage & deux mains et essayons jusqu’a O(w™?):



e Heureusement que les formules pour z;,2%,25 v, et §j;  sont les mémes que pour O(w™?)
e Pour Z; , c’est un peu plus long:

. 1. n 1 Z 1 ( (m)( 0)2% + omtt (y1,0) (2% ))—i—O( —4)
Zo=——Z+ — — ,0)z —_— ,0)(2%, w
2 i 2 i ml g2 U1 8y;”+1 92 (Y1 Y2
s(a)=1
Ou dans la premiére partie de la somme, on a au mazximum un z;" et dans la deuzriéme partie que
du 23

On dérive trois fois, et on obtient:

1 1 (1) 4
pe gt X)) row
1 @ 1 (2) 4
F2= 2iw 2 2iw Z +0W™)
s(a)=1
@__ 1 &, 1 T
2 2w 2 21w( (Z)l) +0W™)
d’ou:
ZZ_L( ),(L)2( Z >(1)+(L)3( Z )(2)_’_0(&)74) (14)
2iw 2iw 2iw
s(a)= s(a)=1 s(a)=1
avec :
(1) 1 /0 (m . m .
Z = —|< gé )(yl,O)(za,y1)+g§ )(yl,O)(zo‘l,zo‘z,...,zam)—I—...
- <. m ayl
s(a)=1 s(a)=1
™ 0) (2 22 ) +
1 a’m+2 m—+1
— = 0)(y1,2¢% —_— 0)(24,...,z%m
+ (az):_l m!<aylay;n+192(yla )(ylvz ay2)+ ay;n+192(y17 )(Z yees® 7y2)+
n gm+1 (2.0 (= o )+ gm+1 (42.0)(= o ))
et ——= ,0)(29,...,2%m —_— ,0)(2,..,2%m,
ay;nﬂ 92\ Y2 ay;nﬂ 92\Y1 Y2
et

(2) 1 82 (m) o - - 0 (m) N E e} [ y
( Z ) = Z %(a—y%gz, (y1,0)(2 ,y17y1)+26—y192 (yl,O)(z R TR ’y1)+"'

9 " a1 sa
+ g8 G022 i) g (1, 0) (2 20) )+

1 8m+3 m—+1
Z L. a a Q2
+ ol W <8y%8y§n+1 92(91,0)(311;2/172 7y2) to.t aysn+1 gZ(ylaO)(Z 17"-aZ 7y2))

On insére le tout dans (14), en remarquant que y2 = O(w™2), 22 = O(w™!) (donc beaucoup de



termes se simplifient (ouf!)) et en utilisant (11) ainsi que (13):

1 1
> <ggm)(y1,0)za+
m:

2= 21w
s(a)=1
am+1 1 1 1 am
+ ——02(¥1,0) (2%, = g2(v1,0) + — Z O a(y1,0)2%) ) +
m—+1 2 D) ' —
0y w w s(@)=tme{21) m! Oy} )
Lo 170 (m '
9% — 7= 0)(27, )
(Ziw) Z m! <ay1 p) (yl )(Z yl) + +
S(a):LaiE{il}
L s 10 (m o
2w 53 0)(=%,
+(2iw) Z m!(ay%‘% (y1,0) (2" 91.01) + ...+

s(a)=1,a;€{£1}

8 m « « « -
g 0 (2 22 1 (41.0) + ) ) + O™
hn

(15)

En conclusion & ce chapitre: si nous voulons continuer, il nous faut un besoin urgent de nouvelles

définitions. Ce qui nous amene a:

3 Les arbres

3.1 Définitions et exemples

s o 1 42 ; )
Définition 3.1 On définit lensemble des arbres T := {o o', 071, 2° 2" .} par récurrence: siTy,..,Ty, €
T alors Uarbre obtenu en reliant les racines de T1,..,7y (i-e. les noeuds les plus bas) au noeud supérieur

de ]1 ou de _72 appartient & T Ji.e. [[T1,..,Tm]i] € T pour i = 1,2.
Ty C T est Uensemble des arbres de la forme [[T1,...,Tim]1] avec 7; € T et de Uarbre o c.d.d, :

L= TI0(e)

De la méme maniére Ty C T est l’ensemble des arbres avec le premier noeud 2 et des arbres o', o=1:

e Y u{de)

Définition 3.2 Pour Y := (y1,91,23,25 *), on définit la différentielle élementaire :

)(V)
F(H ) = 23 Flo () =2
FQHY) = q11.0) F(2*)Y) = g2(41.0)

Et pour un arbre T = [[T1,...;7m]:], par récurrence, F(1)(V) = DI D5gi(y1,0)(F(11)(V) -0 F (1) (V) oti:

ie{1,2}
On dérive par rapport a yy si 7; € Ty et par rapport & ys si m; € Ts.
Exemple:
1
L’arbre qui correspond & %gl(yl,O)(z%) est Ia = [[o']1]



1

1
{%_
De la méme manicre #j;yzgl(yl,O)(a%zgl (y1,0)24,25 1) correspond & Y= lle], o Y]
Définition 3.3 L’ordre d’un arbre T est p(T), c’est le nombre de noeuds différents de o'et de o1

Exemple:

10



Définition 3.4 Le poids d’un arbre s(T) est n—m ot n est le nombre de noeuds de la forme o' et n est
le nombre de o~ 1.

Exemple:
1

(2 =0

—1111

s( J=—14+1+1+1=2

Définition 3.5 Onposea(es ) =a(o') =a(o")=a() )= a(fz) =1 et pour Uarbre 7 = [[T1,...,Tm]i] ©
T)—2 1
Oé(T) = ( p(ng’)’p<Tm) ) O[(Tl) et a(Tm)W

\ 5 p(r) —2 o __(p()-2)!
0l fi1,142,.. comptent le nombre de méme arbres dans {T1,...,Tm} et < P(T1)yesp(Tm) ) = B

Exemple:

3.2 DMotivations pour les B-séries

Le but de ce paragraphe est de se familliariser avec les nouvelles notations et de préparer le terrain pour
P’étude des solutions lisses de (1).
Exprimons quelques termes des séries du chapitre 2 sous la forme d’arbres:

e Les arbres correspondant aux termes de la série suivante sont (& comparer avec (5)):

3 _ 5 _ _
zZ1 :7$3;Z291(y150)(z%)7w_12%a_yggl(ylao)('z%az%azz 1)7%%a_ﬁgl(ylao)(zéazéaz%azz 1522 1) + .
1 g 1 51 111—1_4
fi b @
p:275:17 p:2a 1217 p:27sl:17
a=1 a=3 a=15

11



e Ceux correspondant aux termes de la série suivante sont (voir (7)):

2__ 1 1.0° 1.1 11 1
21 =712 Qa_yggl(ylﬂo)(22v22)_4w2 Ia_yézlgl (ylvo)(227227z2722 ) +
1 1 1 1 1-1
¢ 1
ﬂ:2: 1:25 p:2551:25
o = 5 o = 6

] 3,591 (y170)(257257'2%a2217'22_1) + .

3__ 1 18
21 =7 9.2 31 9y3 g1 (yl,O)(Z2,22,22)—9w2 5! 9y3
1g 1 ol 1111 9
\i{ﬁ QS 810
p:2,81:3, p=2,81=3,

e Les arbres correspondant aux termes de la série de 23 sont (voir (9)):

2 4 _
1 1aa—ﬁgz(ylao)(zéazé)*ﬁ%59—%192(91,0)(2%,2%,221,22 1)+...

2 __ 1 1
22 =7 372
L 1 11-1
hé
p=2s=2, p=2s=2,
_1 =1
a=3 @=3

e Ceux correspondant aux termes de la série suivante sont (a comparer avec (9)):

3_ 1 1 8° 1.1 .1 11 8° 1,1 ,1,1 -1
29 =— 8w2 31 ay3 gQ(ylaO)(227Z2722)_8w2 51 Y3 92(y150)<22722722522722 ) +
1.1 1111_

KT{O s
p=25=3, p=2,5=3,
_1 _ 1
a=g3 a =y

2 4 —
Y2 = 2292(y1,0) +w_12%3_y392(yla0)(22722 1)+$%3—y392(y1a0)(22722a22 Lt
L 1 1-1-1
IS hé
p=25=0, p=2s5=0, p=2s=0,
a=1 a=1 o = i

12



e En exploitant la multilinéarité des dérivées et en remplagant z# et z? par le premier arbre de leurs
séries, on a (voir (13)):

. 2 _
1= 91(y1,0) +w—123%291(2/130)(92(y130))+%;12%91@1’0)(aa—yr_ggz(ylao)(zéazz 1))+

1. -1
| ?
1 1 1
;
p=2s=0, p=4,s=0, p=4s=0,

|
Q
[N
Q@
[y
—~
<
[
=)
SN—
—~
I\
[
I
N

p=4s5=0,
a=1

e En ce qui concerne 23 on a (en se rappelant de (15)):

. 2 2 _
72 = ﬁ%gZ(ylao)(zé)+ﬁ ﬁgﬂyho)( - &u%aa_yggl(ylao)('z%ﬁ%)v% 1)+

2 . 3 ..
—1= ayf—gy]% (1,0)(23.01)— 57 ayf—ayng(ylaO) (23.91,01)+

1 o
¥ i

p=3s=1,
a=1

13



2
_ﬁ By(zayl gQ(yl,O) (221’91 (ylao)) + .

1
1,
2
p=4s=1,
a=1

4 B-séries et quelques lemmes

4.1 Définitions et labelling

Définition 4.1 Pour a: 7T U{(} — R, on appelle les séries formelles suivantes des B-séries:

By, (@) = aD + X, g1\ ey Stora(ma(m)F(n)Y)
s(T)=0

w—P(T)

By,(a,Y) = Zsff)éo WQ(T)G(T)]:(T)O})

Br(@d) =% ren w2 a(r)a(r)F(r)(Y)

et Byr(a,)) := ( Bt(g:g; ) outj=12etk €’

s(T)=k p(r

B.i(aY) = X rer, Sra(m)a(n)F (7))

Lemme 4.2 Soient a : T U {0} — R tel que a(}) =1 et W := By (a,Y) + > 4 e**B,k(a,)) alors

w2g(W) = By(a"Y) + Zeik“tBZk(a”,y) avec @' (1) = 0 si p(t) < 1, a”(]l) = a”(]z) = 2,
k#0

a”(7) = p(r)(p(1) — Da(r1) - .. - a(7) 50 T = [[T1,0, )] = 1,2.

Démonstration: Bien évidemment, on commence par utiliser Taylor

(m)
02 ((0.0) + W — (1,0) =02 30 LW oy

m!
m>1

En utilisant la multilinéarité des dérivées et le fait que €® = 1, on obtient:

w_QQ(W) = w2 Z % Z eiE;"zllcjtw Z

m>0 ' ki € 7 T1,--,Tmt.q.
1reofvm s(m1)=k1,..,8(Tm)=km

ca(1) - - almin) "™ (y1.0) (F (1) (P), F (1) (V) =

w= (P(T)+Fp(Tm))
p(r) - p(Tm)! aT1) - aTm)-

W (P(1)-2)

=w™? € etktw a(m) .. -a(tm)a(ry) - .. - a(n T
=Wy =Y D Y ) almmlaln) - almm) (D)

m>1 ke 7 ki, .k T1,--,Tmt.q.
Eki:;cn s(t1)=k1,..,5(Tm)=km

14



En se rappelant de la définition de « et pour 7 = [[71,...,7;n]¢], cette expression devient :

. wip(T) 1421,
PSS T 12 (1) -l F()D) =

ke Zim=1Ek= s )

w—PT) .
D et Z i ——(M)(p(r) = Da(r)a(n) - .- a(r) F(r)(V) = By (" Y) + Y _ e* B (a"Y)
ke Z S(T:)q . k#0

m
K1, 425
HTl,...,Tm]i] D

L’avant-derniere égalité vient du fait qu’il y a ( ) possibilités d’écrire 'arbre 7 de la forme

Définition 4.3 De la méme maniére, on définit les B-séries pour ij; et 25‘[1

wfp(T)
By, (b,Y) = Z WG(T)b(T)f(T)(y)
TeTi\{e }
s(T)=0
et wfp(T)
Ba(bY)= ) i a(T)b(7)F(1)(Y)
TET,
s(r)==1

ot b: TU{D} — R est tel que b(7) =0 pour p(1) =0 etb(]l):b(o y=1

Pour la suite il est plus agréable de travailler avec des arbres étiquetés (labelled tree en anglais).

Définition 4.4 On étiquette un arbre monotoniquement a partir de la racine les noeuds différents de

o et de o1, puis pour les noeuds qui ne sont pas d la fin d’une branche on numérote de 1 a q+1 les

sous-arbres u de poids s(u) = £1 ot q+1 égal au nombre d’éléments dans {T1,....,tm} tel que s(1) = £1 .

Le nombre de ces étiquetages, pour un arbre T, est noté lab(t).

Remarque: On montre, par des arguments de combinatoire, que lab(7) = a(7) - 3() ot B(e ) = () =
1

Bl )y =p(0 )= ﬁ(.f2 ) =1 et pour 7 = [[T1,....Tim]s] : B(T) = B(11) < oo - B(Tim) - 1! - q-1! avec qy1 égal

au nombre d’éléments dans {7,...,7, } tel que s(r) = £1.
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Exemple:

an( fy—1-5 f)-1

1 11-1 1 11-1
TR BRI OD T IR TP
1o ol
Lol 1.1
I N TR N N I I PP

PN VI
lab( T )=1-6<OY\15 )ZB(K#)-ﬁ(ol)-2=2

4.2 Splitting

Le but de ce paragraphe est de voir ce qu’il se passe quand on dérive formellement une B-série.
Nous allons dans un premier temps dériver les séries du paragraphe (3.2) et regarder ce qu’il se passe au

niveau des arbres, puis nous allons énoncer et démontrer ce principe rigoureusement.
7 . . . 7 . 7 . k 7 .
Afin d’alléger la notation nous introduisons les opérateurs différentiels D;-“ = 8‘9? et nous n’écrivons pas
j
les coefficients des séries.

Pour la suite, Y(t) := (y1(1),1(),23 ()2, " (1))
e Apres dérivation de

By, (avy(t)): v 92(y170)+' ) D%7292(y1,0)(z21,251) +...
1. —1

I ¥

Nous obtenons:

2 By, (a,Y(t)= " D1g2(y1,0) (1) ++ - D3 5 592(y1.0) (91,2325 )+ - D3 ,92(y1,0) (3,25 )+

16



e Pour la série

B, (a.Y(t))= - Dag1(y1,0)(23)+ - D3 5 591 (1.0)(23.23,25 ") + . ..
1 1 1
; N
On a:

%le (a”y<t)) = D%,2g1(y1,0)(y'1,zé)+- ’ ngl(ylao)(é’%)—'_' ’ D1D§,2,291<y170)(y1aZ%’Z%’Zé_l)—i—

1

1

; 1 ¥

+- 'D§,2,291<y170)(2.%’2%7251)+' ’ Dg,z,le(ylvo)(257221’2;1) + .

e En ce qui concerne:
Bz% (a,Y(t)="-- D%,ZQQ (yl,O)(Z%,Z%)-l-' : D§,2,2,292(y1a0) (Z%,Z%,Z%,Zgl) +..

11 1 11-1

Y

ZB.2(a,Y(t) = D3 5 292(y1,0)(§1,23,23)+ - D3 592(y1,0)(£3,23)+

Nous avons:

1 51
\ff :
+- -D1D§7272,292(y1,0)(@1,,2%,221,2%7251) + ..

111 4

2

e En dérivant la série suivante

By, (a.Y(t)= -+ g1(y1.0)+ - D2g1(y1,0)(92(y1,0))+ - D2g1(y1,0)(D3 292(y1.0) (23,25 1)) + - ..



Nous avons:

2 By, (a,Y(t)) = - D1g1(y1,0)(91)++ - D3 291(y1,0) (91.92(y1,0))+ - D2g1(y1,0)(D1g2(y1,0)(51))+

2 2
f N :
-+ D3 501 (y1,0) (91,03 292(y1.0)(23,25 1))+ - D2gi(y1,0)(D3 5 292 (y1,0)(91,23.25 1))+
1. —1 1. -1
2 2
1 1

-+ Dag1(y1,0)(D3 292(y1,0) (23,25 1))+ - Dag1 (1,0)(D3 292(1,0)(25,25 1)) + .-

2
1
2 -1
2
1
e Enfin, pour la série

Bz, (a,Y(t))= - - Daga(y1,0)(23)+ - D 292(y1,0)(D3 291 (y1,0)(23,23))+- - D3 192(y1,0)(23,91) + - -

1
: 2 K
On a:
5B (aY(1)) = - D3 202(y1.0)(91,23)++ - D2g2(y1.0)(23)++ - D 1 592(y1.0) (91,03 291 (y1,0)(23,23),23 ) +
9t Pz, 1,292(Y1,U){(Y1,%5 292\Y1, 2 1,1,292\Y1,Y) Y1, 75 291(Y1, 2522 )7%2

2

1 15 ol
2 1
1

: z .

o D%,QQQ (ylao) (D%,Z,Zgl (ylao) (y.l,Z%,Z%),Zgl) +e D%,QQZ (ylao) (D%le (ylao) (Z%a'z%)azgl) =+

-1
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- D? 592(y1,0) (D3 291 (¥1,0)(23,43),23 " )+ - D3 292(y1,0) (D3 291 (¥1.0)(23.23),5 )+

Définition 4.5 Soient u,v € 7 et v un noeud de u. En collant v & u sur le noeud vy par l'une des trois

possibilités ci-dessous, on obtient un arbre 7. C’est le splitting de T et on le note T =uo,v ((Z)o T=:T)
Les trois splittings possibles sont :

S1) Splitting 1

SiTz@ — u: etv= o
S2) Splitting 2

Sir— = u— etv:@ si s(v) =0.
S3) Splitting 3

SiT= ‘ U= et v :@ st s(v) = £1.
On note lab(u o

) le nombre d’étiquetages de T

= wo, v tel que les p(u) premiéres étiquettes sont
attachées a u.

Exemple:
S1)

- 2
Pour 7 = fz T—= u= 0 et v= o

1

Pour 7 = =7 — 4= I8 et v= o

19



S2)

1
1 0% 1
2 1
Pour 7 = = u= et v= [

2
1 2
1 %‘( 1 [
2 % 1
Pour 7 = == u= O\f/‘ et v=

S3)

2
~ 1, —1 —1

Pour 7 = 2 = u= YZ et v= 2

2

1q § )

2
o -1 1, —1 1
2 fz 5
Pour 7 = = u= et v=

Lemme 4.6 Supposons que w™2jj1(t) = By, (b,V(t))w 125(t) = BZ;1(b,y(t)) etb(e ) =1.
Alors pour une fonction ¢c: T — R, on a

WS B (e (1) = B. (@ V(1) (16)

ot on remplace .. par y; ou z¥ et dye(r) = 0 pour p(t) = 0.9pc(s ) = (D) et

lab
Ope(T) = Z ( ZE;)) ) %(O;{)U)C(U)b(v) pour p(T) > 1. La somme étant prise sur tous les splittings

7_LO»Y’U:T
de T.

Démonstration: Comme dans la démonstration du lemme 4 de [2], on introduit I'ensemble des arbres
étiquetés: LT ;. Comme lab(T) = «(r) - 3(7), la somme ZTGTJ_ a(T) - /- devient Zrem*j ﬁ -/

1 d —1d () _ iwip(wcuw_li U =
T Lp () = ZT c(u)f(u)@(t))—ue; e ) =
—p(w) P+

= > c(u) > > b(v)F (u oy 0))(V(8))+
u€LT; ) ﬁ )

yadmissible vELT
S2

+

~yadmissible ve LT
51,53

On pose 7 = uo, v, d’ott p(7) = p(u)+ p(v) — 1 pour le splitting 2 et p(7) = p(u) + p(v) pour les splittings
1 et 3. De plus G(7) = B(u) - B(v). On utilise encore le fait que pour tout étiquetages de u et de v, il
existe un unique étiquetage de 7, et tout étiquetage de 7 est obtenu ainsi.
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wor p(u)lp(v)!
52 51,53

w*P(T) 7)! T):
o (z P —cpEOee)+ Y L c(U)b(v>F<T)(y(t)))

Exemple:

4.3 Formules de récurrence pour les coefficients des B-séries

Notre but est maintenant d’écrire y1,y2, z 1,25 1 sous forme de B-séries.

Pour le vecteur Y(t) := (y1(t),51(t),23(t),25 *(t)), on a:
y1(t) = By, (a,Y(t)) si on définit a(0) =1, a(r) =0si 7 € T,s(1) =0 et p(1) > 1.
2(t) = Bzzil(a,y(t)) si on définit a(ot) =a(o ) =1et a(r) =0si7 € Ta,s(1) = £1 et p(1) > 1.

Proposition 4.7 La solution de (1) peut-étre écrite sous la forme zv( ) = yt) + 25, etk (1) on
y(t) = By (a,Y(t)).2*(t) = Bz (a.Y(1). On a w?ju(t) = By, (b.Y(1)) et w237 (1) = il(b Y(t))-

De plus, on a les formules de récurrence suivantes pour les valeurs de a( ) et de b(T) :

b(r) = siTeTi,s(t)=0

2ib(1) = a” (1) — dfa(r) siT € Tas(t)=1

— 2ib(1) = a” (1) — dfa(7) siT € Tas(r) =—1

— k2a(t) = (1) — 2ikdpa(r) — OPa(T) siTeT,s(t)=k

a(t) = d" (1) — da(T) siT € Ta,s(t) =0

(1 —k?)a(r) = a” (1) — 2ikdpa(T) — O2a(T) siT€Tas(t)=k pour|k| >2
Démonstration: Nous avons: y1(t) = By, (a,Y(t)),y2(t) = By, (a,y(t)),zf(t) = Bz;_c (a,Y(t))w 2§ (t) =
By, (b, YV(t)) et w23 = B, (b.Y(1)).
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Le probleme (1) étant équivalent a:

w72X1 :u)fzgl(Xth) (17)
w2 Xy + Xy = w 2g2(X1,Xs)
Donc pour le vecteur X = + Z ethwt Zl ,ona
p s X2
Xl _ ikwt Z ikwt Z{C ikwt k
(Xg )( )—}-Ze < . ) ZQ?kwe sk +szw 22
k40 k0 k0
Et donc, en insérant le tout dans (17) et en utilisant les lemmes (4.2) et (4.6), nous obtenons:
Pour la premiere équation de (17)
By, (0.Y(1) + > e Bx(9a,Y (1) + Y 2ike™ Bx (9, V(1)) + Y _(ik)* ™' B (a,V(t)) =
k0 k0 k#£0
= By, (" V(1)) + ) ™ Bi(a" V(1))
k0
D’ou:
a’(T)
b(r) =
=20
Oga(t) + 2ikdya(t) — k?a(t) = d”(7)
Pour la deuxiéme équation de (17), nous obtenons:
By, (97a,Y(t) + Y _ €™ B i (95a,Y(t) + Y 2ike’™ B i (90, YV(t)) + 2ie™ By (0,Y(1))+
k#£0 k0
k#+1
—2ie B (bY(1) + Y (ik)2¢™ By (a, V(1)) + By (a V(1)) + ) ™ By (aY(t)) =
k0 k#£0
— ( //’y + Zezkth R l/’y( ))
k0
Donc:
dya(r) +a(r) = a"(7)
0fa(t) + 2ikopa(t) — k*a(r) + a(r) = a’' (1) sis(t)=k pour |k| >2
2ib(1) = a” (1) — d¢a(T) siTeTrs(rt)=1
— 2ib(1) = a" (1) — dFa(T) siT € Ta,s(r) =—1
O

5 Erreur exponentiellement petite

5.1 Quelques majorations

Pour la suite, nous avons besoin d’estimations pour les coefficients de la proposition (4.7).
Lemme 5.1 Sia(f) = a(o') =a(ol) =1 |“((T))‘ < a, pour p(1) = p et a(() = 3 5, (Pa, la fonction
génératrice des a,.

Alors “;,(Igl)l < aj oules aj sont défini par 3 a;CP = CZexp(a(C)).
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Démonstration: Premiérement, nous utilisons la définition de a”(7) et le fait que % <4
pour un arbre 7 = [[Ty,...,Ty]i] :
" (D] _ |p(0)(p(r) = Da(n) - - - a(rm)  p(T1)! - - -p(Tm)!‘ _ ’p(ﬁ)! ()t a(m) - almn) |
p(7)! p(7)! pr)t e p(7m)! (p(r) =2t plr)t- e p(rn)]
p(m)l - plrm)! 1
CQpy et Qp S —— Ay, et O
= (p(n) + A plr))t " pm= il O pm
Ensuite on considere la fonction génératrice des {a,}, a”(¢) = ¢*- () ;
1 m
@"(Q) = ¢ explCar + Caz + ) = B Y —(Car + Gzt )
m>0
1
Donc le coefficient de (¥ pour p > 2 est a)) = Z p- Z Qpy + v p,, a5 =1 (18)
m>0 " p1teFpm=p—2
pi>1
Donc ‘L;(S,)‘ <al  (car 75 -a, -..-a,, est un des termes de la somme (18) ). O

Lemme 5.2 Sib(7) =0 pour p(1) <0 et b(e ) = b(]l) =1.

Supposons en plus que:

. |:((TT)),‘ < b, pour p(t) = p et s(1) = £1.

. |§((_:)),‘ < b, pour p(t) =p+ 1,7 €Ty et s(1) =0.

Ou b, et c, sont les coefficients des fonctions génératrices b(C) et ¢(().
Alors ‘al'j(CT()T!)l <d, ot d, est le coefficient de la fonction génératrice d(¢) = ¢(C) - b({).

Démonstration: Utilisons la définition de dpc(T) :

|0 (7)] lab(u oy v) ‘ p(7)!
—= < c(u)b(v)| <
p(r)! uo;,T lab(r) || p(7)!p(u)!(p(T) — p(u))!
< Z lab(u oy v) || c(u) b(v) N Z lab(u oy v) || e(u) || b(v) <
tab(r) | o)l [Got) 11| © 22, | TTabtr) | ot | 200
< Zcplb + Z Cprbp, = Z Cpibp, < d, OU p1 = p(u) et pa = p(v) pour les splittings 51,53,
S1,53 splittings

p1 = p(u) et pb = p(v)pour le splitting S3. La derniere inégalité vient du fait que pour toute paire
(p1,p2) satisfaisant p; + p2 = p pour les splittings 1 et 3 ou p1 + p = p+ 1 pour le spliting 2, on a que
Do lab(T oy v) < lab(T). O

Nous pouvons maintenant majorer les coefficients b(7) et a(7) de la proposition 4.7.

Lemme 5.3 Pour les coefficients de la proposition (4.7) il existe des constantes positives u et v tel que:
b(P)] < p(r) P et Ja(r)] < p(r)yawel)
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Démonstration: Considérons les fonctions génératrices (définies implicitement) suivantes :

0 = S0 + 20021 +(0), b0) =0

a(¢) = 29 ((O +26(Q))(1 + a(¢)), a(0) = 0

_Coa 12 B
On pose f(ba,C) = ( &f’@egi (b‘fi 2(;)5‘2&) ) on a £(0,0,0) = < 8 )

(b 2 (0,0,0) = < ; (1) ) d’ott par le théoréme des fonctions implicites b(¢) et a(¢) sont bien défini et

analytiques dans un voisinage de ¢ = 0.

Donc b(¢) = ZbPC” et a(¢) = Z a,¢” avec un rayon de convergence supérieur a r. Prenons v tel que
p=>1 p=1

0<i<r

De plus, grace a I'inégalité de Cauchy, on obtient :

vOwo) _ 1ot W)
p! pl 2 cercle . (z _ 0)p+1

de rayon;

1
b, = dz doncsi [b(2)|,]a(z)|<p V |2/<— ona
v

1 2
e
v 14

De la méme maniere |a,| < p-vP.

Voyons maintenant que ((— < b, et que ‘Z((TT))!‘ < &, (ce qui implique le lemme, par la premiere

partie).
Utilisons tout d’abord les résultats de la proposition (4.7) puis les lemmes (5.1) et (5.2):
e Pour 7 € T1,5(1) =0, on a:

IN

b, car p(r) > 2.( par récurrence)

Pour 7 € T5,5(1) = +1, on a:

a”(r)| ’82 ’ _ (1” 1

|
<
P =2 o) 2p(0) = 2 2
e En ce qui concerne 7 € T1,5(1) =k, on a:

la” (1) 2]3a(r)] | 1 |9Fal7)]

1 ~ N . _
) < R E ) TR ol S a,+2d,+e, < G, ot d, est le coefficient de d(() = a(()b(()-
e Pour 7€ To,5(7) =0, on a:
la()| _ la" (D) [Fa()| _ .
< < <
o< i < e <a,
e De la méme maniere pour 7 € T,8(7) =k, |k| > 2, on a:
|a(7)] ,
) < a'p'—i—ep +2d, < a,
0

24
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5.2 Le résultat principal

Nous devons d’abord faire face a deux problémes: premierement les B-séries considérées ne sont pas
convergentes et deuxiemement nous avons une infinité d’arbres pour un ordre r > 1 fixé.

Réglons d’abord ce dernier point. Supposons que les fonctions g;(y1,y2) (pour i = 1,2) soient analytiques
sur Bar(yo) et bornées par une constante M.

n+m

Par les inégalités de Cauchy, nous obtenons: ||ng(y1,y2)|| <(m4+n)!-M-R~™ " Y|ly—yol < R.
1 2

a
Considérons la fonction scalaire g(n) := M - 3 4 (%) = 1"% avec ¢1 + c_1 < R (pour
= —F—w

avoir un rayon de convergence positif).

En dérivant §(n), nous obtenons §™ (0) = M - R™™ Zqzo(q +m)-(¢g+m—1)-..-(g+1) (cﬁ%yz

Définition 5.4 Pour un arbre 7 sans noeuds o' et o=1, on définit récursivement l'ensemble A(%) :
logloTl 1

A(e ):={e }, puis A(]1 )={ 1} ou l’arbre o' apparait \1 fois et larbre o=1 \y fois (i.e si on

enléve les arbres o' et o1 a7 € A(T) on retrouve l'arbre 7). On définit cet ensemble de la méme maniére

pour l’arbre ]2 . Puis, pour un arbre T = [[T1,..,7m]i]
A7) == {7|7 = [[T1,yTm, yeryot, o107 ;] et 7 € A7)}
—— N———
A1 A2

Lemme 5.5 Supposons que g;(y1,y2) (pour i = 1,2) soient analytiques , ||z3|| < c1, ||z ]| < c_1 et
ll91]] <7 (1) une constante) et soit T un arbre sans noeuds o' et o1, alors

Y am) - IIFOMI < a#) -G@H)04) V¥ ly-wll <R

TEA(T)
ot G(7)(0,7) est la différentielle élementaire correspondant a ij = §(n),n(0) = 0,7(0) =7
et A(T) { |T_ [[ s Tms 013"5015 5"0 ]Z]}7

—— ——

A1 A2

Démonstration: On remarque, qu’ a cause d’éventuelles symmétries dans les arbres, on a
OEIP R UID VID D D Tl
- 1/111/2!..
TEA(T T1EA(T1) Tm EA(Tm) 20 A1+Aa=q
oll 1/1,1/2,.. comptent le nombre de méme arbres dans {71,..,7m} et p1,p2,.. dans {71,...,7m }.
Montrons le résultat par récurrence sur p(7):

Pour p(7) = 2 (p.ex. pour I'arbre fl )(on utilisera Cauchy ):

1 grtAa 1,1 -1
Z O‘(T)”F(T)(y)” = Z A ‘”6 )\1+)\291(yl70)(z27 22252y ek )” <
p(F)=2 A x>0 71

A Ag)!

< > Qo+ da)t MR =N MR Moy o) =
A1Io!
A1,A2>0 A>0
M

Ou on a posé A = A1 + A et utilisé le théoreme binomial.
Supposons le lemme vrai jusqu’a p = r — 1 et démontrons le pour les arbres avec p = r:
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Utilisons la remarque du début du lemme ainsi que les définitions de F(7)(Y) et de a(7):

palpa!.. Hz (1) —2 (1) - o (7))
IRGIECEEND DTS DD DID DI tt (R et B i

TEA(T) T1EA(F1) Tm EA(Tm) >0 A1+X2=q

(m+ @M - R-CFNF () D) - - [ Frm) D) - e - 25 <

En utilisant ’hypothese de récurrence

p(7) —2 a(f) - alfn) A at e
S(p(ﬁ),..,p(m)>' o G0 CUDIEDY )\1')\2.

q>0 A1+X2=¢q

(q+m)M - R~(m+9) = ( p(fl()?;(im) > - W - G(71)(0,7) - . - G(F)(0,9) - M- R

>\1 )\2

- m c1+c
> > Lg+m)-(g+m—1)- .- (q+1)gR™ = ..M-R™™> (F——)(g+m)-..- (¢+1) =
Alug R
q>0 A1+A2=¢q q>0

= a(1)§"™ (0)G(71)(0,) - .. - G(7m) (0)) = a(F)G () (0,1)

|
Remarque:
e En posant 0’( ):=1+4|s(7)] et en utilisant o(7) < o(11) . - (T ) (A1 + A2 + 1)
(car o(m1) - .- o(Tm) (A + A2 + 1) 2 1+ |s(7)] + - + |s(7 )| FA A+ > L [s(7)] = o(7))
20
on montre de la méme maniére qu'au lemme 5.5. :
1)
Yo a@sOUFOII< Y a@a(mIF@I) < alf)H(#)(04)
TEA(T) TEA(F)
avec H la différentielle élémentaire de ij = h(n),n(0) = 0,7(0) =1 et h(n) := 3", 54 %nm
ott h(™M(0) = M -R™™ ¥ ~o(g+m)(g+m—1)- .- (q+1)(g+1)(ZF=2)1
2)

Yo ams@PIF@OII S Y ama(@)?|Fm)O) < al®)H(F)(0.4)

TEA(F) TEA(T)

avec H la différentielle élémentaire de 7j = h(n),n(0) = 0,7(0) = 7 et h(n) := > m>0 B(:z!(o) nm
ott h(™M(0) = M -R™™ Y ~o(g+m)(qg+m —1)- .- (q+1)(g+1)2(2F=2)1
e En utilisant & nouveau les inégalités de Cauchy et le lemme 5.5.:

Yo aIFOOIS > a®EE)04) =N (0) < NIMRY

p(T)=N TEA(T),p(F)=N

Avec 1 solution exacte de 7j = §(n),n(0) = 0,7(0) =7 (n est analytique car § lest).

Idem pour Y s(7)a(7)... et > s(7)%2a(7)... mais avec d’autre constantes.

On supposera, pour ne pas s’encombrer de nombreuses constantes, que M et R donnent la plus
grande des majorations.
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On a les majorations suivantes (grace aux lemmes (5.3) et (5.5)):

—j ) L 4 - o
a(T)b(T)F(T)(V)|| < %j!,wﬂj!MR’J <w I jJIMR I

7:p(T)=J

De méme en remplagant b(7) par a(7),a(7) - s(7) et a(7) - s(7)? dans I'expression du haut.
Il faut maintenant tronqué ces B-séries, mais ou? En suivant une idée de [3], nous tronquons les séries
ou le terme est minimal.
. -\ J .
Comme j! ~ j7 on a (%) ~ el ( ) donc le minimum est atteint quand 3 ej ln( ) =0<

In (2% )—l—j“’—R L—O@]—V—Ij.
Donc on tronque a I'indice N ot N est le plus grand entier tel que % < g.

Par suite, il vient:

> > S ) ) FO@) < 3 it (E) Wit (E>N<%—+R2))g

i=2 p(r)=j j=2

<2(série géom.)

Avec des majorations similaires pour b(7) r mplace par a(7),a(t) - (1) et a(r) - s(1)? , on obtient

w™? [ip| + \yz| +ur1 |zz| + a1+ Tesa |4 < &
Ou encore, z(t t)+ Z ePt 2k (t) est bien définit et uniformément convergent pour t fixé.
k40
Insérons x(t )+ Z ekt k ) dans I’équation de départ (1) et posons
k#£0

F(tw™) = #(t)+ Q% 2(t) — g(x(t)). F est analytique en w™! (car x(t) et g le sont), de plus F(t,w™!) =
O(w™N=1) par définition des B-séries de y et z*.

Comme wNH1F(t,w™1) est analytique pour |w_1’ < e (£ & détérminer), on a , par le principe du maxi-
mum :

WM IR (tw Y| < N+1 ‘w 1‘ ||F (tw™ )||
11 suffit de prendre ¢ = IJ?’V, en effet :
Nous devons vérifier que ||z(t) — 2(0)|] < 2R pour t petit :
() = 2(0)| < ly(t) = y(O) + D_ I2*(t) — =*(0)]| (S) t(c/w i)+ Mt*/2 + c/w® < 2R
k0 *

Si t suffisament petit et w grand. Pour montrer (*), on utilise:
o ll22(t) = 22(0)]| < fy 22(s)ds < t- C/uw
. t . .
o lya(t) =y (O <t (O + [yt —s)  |lin(s)l ds <tij+M-2/2
——
91(y1,0)+..<M
e Les autres termes sont bornés par C'/w?.
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Il reste & borner ||F(tw )| sur |w™| =€, ceci fera I'objet du dernier théoreme:
Théoréme 5.6 Sous les hypothéses du lemme (5.5.), on a:

[F(tw ] <e " (M +7-0)

. 2
ot w* = L2, Munebornedeg()etC:uM(lh) ’

Démonstration: Majorons tout d’abord le terme ||&(t) + Q%z(¢)]|:
() + Q22(t)|| = ||§(t) + Q*y(t) + Zem‘“t )+ 2ikwzk (t) — K2w22R (1) + Q225 (1)|| < 7-C en effet:
k#0

On utilise:
e Gréce aux lemmes (4.6.) et (5.5.) et au fait que |k| = s(7) < o(7)

(t) = Baa(a V(1) = w25 () = B9 V(1) = | Y 2 kwik ()| < w?- =5 2=2-C

W) = B (9Ra () = || Y (1) <o 22 _C

Comme k? < o(7)? et par le lemme (5.5.), on a:

Z k2w22k (1) §w2%:C
k22 “

+

. 1 ,1s .
Du fait que les w?z, " s’éliminent avec les —k2w22* pour k = +1, nous obtenons:

Wi ()| < wQ% =C
|k[=>2
e De nouveau par le calcul qui suit le lemme (5.5.):
C
. 2 _
O] < w'—5 =C
e Par les lemmes (4.6) et (5.4):
2. C
lo™* 50| = [|Bra(GaYO)] < 5 = IR0l < ©
e Gardons le plus facile pour la fin:
l*y@l <
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Reste a majorer ||g(z)|| ... mais comme nous n’avons pas oublié que cette fonction était bornée par la
constante M, nous obtenons:

Ni1 N+1
W F D < (01 +7-0) = [Flew ) < () (M+7-0>§<’5R) (M+7-0)

eN+1 Rw Rev

<o (M) ot (AT

e el ) = e (M+7-C)

—IA

N/w <1l/w* = N <w/w* <N+1
= -N<—w/w*+1

En résumé, l'erreur faite apres tronquation des séries est exponentiellement petite.

Remarque: On pourrait utiliser certains résultats de ce papier pour montrer la conservation de 1’énergie,
ainsi que de 'énergie oscillatoire, pour le probleme (1) sur de longs intervalles................... to be continued
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