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Aufgabe 1:

Bestimmen Sie die Ordnung der summierten Quadraturformel

4 1
Qnlf] = 3Thalfl = 3Tulf],
wobei T},[f] die summierte Trapezregel ist.
Aufgabe 2: *

Bestimmen Sie sowohl die Knoten g, x; als auch die Gewichte A, B der Quadratur-
formel

1
/ f(z)dx =~ Af(x) + Bf(z1)
~1
so, dass die Formel eine moglichst hohe Ordnung hat. Welches ist die Ordnung?
Aufgabe 3:

Schreiben Sie eine MATLAB-Routine function Int = Quad_SumGauss4(f, a, b, h)
b

um die numerische Approximationen des Integrals [ f(x)dz mit der summierten

a
Gauss-Quadraturformel @Q[f] vierter Ordnung und konstante Schrittweite h zu be-
rechnen.

Schreiben Sie eine MATLAB-Routine Test_SumGauss4 zur numerischen Berechnung der

Integrale
2 3
1 :/ edr und I :/ —dx
1 1 2 .z

mit der summierten Gauss-Quadraturformel vierter Ordnung fiir h; = 27¢, i =
1,2,3,...,16. Zeichnen Sie den absoluten Fehler der Approximation von I; und be-
stimmen Sie die Konvergenzordnung. Schétzen Sie den Fehler der Approximation
von Iy mit |Qapn[f] — Qulf]], zeichnen Sie den Fehler und verifizieren Sie, dass die

Konvergenzordnung 3 ist. Warum wird hier nicht die optimale Konvergenzordnung
erreicht?

Hinweis: Die summierte Gauss-Quadratur vierter Ordnung lautet

N-1

Qnlf] IhZ{w1f(a+h§1 +jh) +waf (a +hé& +jh)}, N = b;a'
=0
woz)eiwl:“&:%, 51:%4‘?; fzzé—g.

Die Skelette der Codes kann man von der Webseite herunterladen.



Aufgabe 4: (A+B)*

Zeigen Sie, dass eine symmetrische Quadraturformel, gegeben durch (w;,§&;),
t=1,...,n, immer Ordnung p mit p gerade hat.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass die Quadraturformel Polynome q € Pqy, k > 0, exakt

integriert. Zeigen Sie, dass die Quadraturformel auch Polynome vom Grad 2k + 1

exakt integriert, indem Sie ein Polynom q € Poiy als q(x) = c(x — 1/2)*+1 + r(2),
1 1

r(x) € Py schreiben. Zeigen Sie, dass /q(x) de =...= /r(m) dz. Zeigen Sie mit
0 0
Hilfe der Symmetrie, dass Qlq] = Qlr] und schliessen Sie auf die Behauptung.

Aufgabe 5: (A+B)

Fiir die Gauss-Quadratur @,,[f] mit Knoten &; und Gewichten w;, ¢ = 1,...,n, zeigen
Sie, dass w; > 0,7=1,...,n.

Hinweis: Fir die Polynome L;, gegeben durch L;(x) = H x_? gilt L; € P,_4,
o1 ot

3
) i#i
also L} € Py, 5. Uberlegen Sie, dass die nicht negativen Funktionen L? # 0 exakt
integriert werden. Zeigen Sie, dass 0 < ...=Qu[L}] =...=w;, i=1,...,n.

Aufgabe 6: (A+B)
Betrachten Sie die Tschebyscheff-Polynome
T, (z) = cos(nyp) x =cos(p), v €[-1,1], n € Ny.

Zeigen Sie, dass die Polynome T),(z) auf dem Intervall [—1, 1] beziiglich der Gewichts-
funktion w(x) =

— ein System von orthogonalen Polynomen bilden.
— X

1
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass/
-1

Ty (2)Tj(x)w(z) de = /07T cos(ky) cos(jp) dep.

Berechnen Sie dann, dass

. 0 fallsk+#7j,
/ cos(kyp) cos(jp)dp = g falls k=7>0,
0 m fallsk=7=0.
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