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Aufgabe 7.1 *

Berechnen Sie von Hand die LU-Zerlegung (ohne Pivotsuche) der Matrix

A =





2 1 3
4 1 7
−6 −2 −12



 .

Benutzen Sie die LU-Zerlegung zur Berechnung der Lösung der beiden linearen Gle-
ichungssysteme Ax = b(i), i = 1, 2, mit b(1) = (−1, 5,−2)T , b(2) = (4, 7,−14)T .

Aufgabe 7.2

Sei L ∈ R
n×n eine untere Dreiecksmatrix, deren sämtliche Diagonaleinträge gleich

eins sind. Bestimmen Sie L−1.

Hinweis. Überlegen Sie, dass L−1 =
(

y(1)|y(2)| . . . |y(n)
)

, wobei y(i) die Lösung des

Systems Ly(i) = e(i). Hier bezeichnet e(i) den i-ten kanonischen Einheitsvektor. Um
das System Ly(i) = e(i) zu lösen verwenden Sie die Vorwärtssubstitution.

Aufgabe 7.3 – Zusatzaufgabe

Sei Ln die Menge der unteren n × n-Dreiecksmatrizen mit lauter Einsen auf der
Diagonalen. Zeigen Sie, dass Ln bezüglich der gewöhnlichen Matrixmultiplikation eine
Gruppe ist.

Aufgabe 7.4

Seien Lk ∈ R
n×n, k = 1, . . . , n− 1 untere Dreiecksmatrizen der Form

Lk =



















1
. . .

1
lk+1,k 1
...

. . .

ln,k 1



















.

(a) Bestimmen Sie L−1
k .

Hinweis. Verwenden Sie Aufgabe 2.
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(b) Zeigen Sie, dass

L1L2 · . . . · Ln−1 =























1

l2,1
. . .

l3,1
. . . 1

... lk+1,k 1
...

. . .
. . .

ln,1 . . . ln,k . . . ln,n−1 1























.

Aufgabe 7.5 (P)*

Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion function [L, U] = LUdecomp(A) um die
LU-Zerlegung ohne Pivotsuche einer n × n-Matrix A zu berechnen. Schreiben
Sie dann zwei weitere MATLAB-Funktionen function y = Lsolve(L,b) und
function x = Usolve(U,y) zur Lösung der beiden linearen Gleichungssysteme

Ly = b und Ux = y.

Schreiben Sie eine MATLAB-Routine Test_LUdecomp zur Lösung des linearen Gle-
ichungssystems

8x1 − x2 + 4x3 + 7x4 = 73
9x1 − 5x3 − 8x4 = −74
x1 − 2x2 + 7x3 = 40

−9x1 + x2 + 3x3 − 4x4 = −7

mit Hilfe der LU-Zerlegung ohne Pivotsuche.

Hinweis. Mit dem Befehl A\b kann man die Lösung verifizieren.

Die Skelette der Codes kann man von der Webseite herunterladen.

Aufgabe 7.6 (A+B)

Sei A = (aij)
n
i,j=1 eine strikt diagonal dominante n× n-Matrix, d.h.

∑

j 6=i |ai,j| < |ai,i|
für alle i = 1, 2, . . . , n. Zeigen Sie, dass der Gauss-Algorithmus dann ohne Pivotsuche
durchführbar ist.

Hinweis. Überlegen Sie, dass a1,1 ein zulässiges Pivotelement für den ersten Elimina-
tionsschritt ist. Nach dem ersten Eliminationsschritt ergibt sich die Matrix

A(1) =











1
a1,2

a1,1
. . .

a1,n

a1,1

0
... C(1)

0











.

Zeigen Sie, dass die Matrix C(1) wieder strikt diagonal dominant ist. Somit ist a
(1)
2,2

ein zulässiges Pivotelement für den zweiten Eliminationsschritt. Um die strikte Diag-
onaldominanz von C(1) zu zeigen, verwenden Sie, dass

c
(1)
i−1,k−1 = a

(1)
i,k = ai,k −

ai1a1,k

a1,1
, i, k = 2, 3, . . . , n .
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Aufgabe 7.7 (A+B)*

Sei A eine reguläre n×n-Matrix. Zeigen Sie, dass die LU-Zerlegung A = LU eindeutig
ist.

Hinweis. Nehmen Sie an, dass zwei LU-Zerlegungen LU = A = L′U ′ existieren.
Zeigen Sie, dass L−1L′ = UU ′−1. Aufgrund der Struktur der Matrizen L′−1

L und
U ′U−1 schliessen Sie auf L−1L′ = UU ′−1 = I.

Allgemeine Informationen zur Vorlesung und Übungsblätter befinden sich auf der Webseite
http://www.math.unibas.ch/~cohen
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