
Numerik der partiellen Di�erentialglei
hungen Mathematik, HS 2007Prof. D. Cohen und I. Sim Universität BaselSerie 91. Sei Ω ⊂ R
2 o�en und bes
hränkt mit genug glattem Rand ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2. Wir be-tra
hten das Problem











−∆u = f in Ω,

u = u0 auf Γ1,
∂u

∂n
= g auf Γ2.Wie lauten die Variationsformulierung und die entspre
hende Diskretisierung dur
hdie Finite-Elemente-Methode ?2. Die Ritz-Methode lautet: Finde u ∈ V mit u = min

v∈V
J(v).Hierbei nehmen wir V = {v : v ist stetig und v(0) = 0} und das Funktional

J(v) =
1

2

∫

1

0

(v′(x))2dx für v ∈ V .a) Wie lauten die klassis
he Formulierung und die exakte Lösung ?b) Die Finite-Elemente-Approximation mit der Ritz-Methode lautet
uh(x) =

N
∑

j=1

ujϕj(x). Verglei
hen Sie diese Lösung mit der Galerkin-Methode.3. Sei a : V × V → R eine stetige und V-elliptis
he Bilinearform auf V × V mit einemHilbertraum (V, ‖ · ‖V ). Zeigen Sie, dass die Energienorm ‖u‖a =
√

a(u, u) zur Norm
‖u‖V äquivalent ist.4. Sei Ω = (0, 1) × (0, 1). Wir betra
hten das Problem

{

−∆u = 1 in Ω,

u = 0 auf ∂Ω.Die Funktionen
ϕ1(x, y) = sin(πx) sin(πy),

ϕ3(x, y) = sin(πx) sin(3πy), und ϕ2(x, y) = sin(3πx) sin(πy),

ϕ4(x, y) = sin(3πx) sin(3πy)1



sind in H1

0
(Ω). Wir setzen V4 := span{ϕ1, . . . , ϕ4}. Bere
hnen Sie die Stei�g-keitsmatrix A und den Lastvektor b. Damit kann man lei
ht die Approximation

u4(x, y) =

4
∑

j=1

ujϕj re
hnen.5. Sei Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} ein Element. Bere
hnen Sie die linearenBasisfunktionen mit
ϕp(p

′) =

{

1 falls p = p′,

0 sonst.Bere
hnen Sie die Stei�gkeitsmatrix für die Bilinearform a(u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇v.6. Die Basisfunktionen für das quadratis
he bzw. kubis
he Element sind wie die folgendeTabelle gegeben:Order des Elementes Basisfunktionen Ni(L1, L2)quadratis
h N1 = L2(L2 − L1), N2 = 4L1L2, N3 = L1(L1 − L2)kubis
h N1 = 0.5L2(L1 − 2L2)(2L1 − L2), N2 = 4.5L1L2(2L2 − 2L1),
N3 = 4.5L1L2(2L1 − L2), N4 = 0.5L1(L1 − 2L2)(2L1 − L2)Hierbei de�nieren wir L1 = ξ, L2 = 1 − ξ für ξ ∈ [0, 1].a) Plotten Sie die gegebenen Basisfunktionen.b) Bere
henen Sie die Stei�gkeitsmatrix bzw. Massenmatrix für jeweilgem Elementmit der folgenden Formel:

∫

1

0

L1(ξ)
pL2(ξ)

qdξ =
p!q!

(p + q + 1)!
, p, q ∈ N0.
) Implementieren Sie das folgende Problem mit dem quadratis
hen bzw. kubis
henElement:

−u′′ + k u = 1,

u(0) = u(1) = 0,wobei k = 10.d) Bere
henen Sie die exakte Lösung des Problems aus Teil (c) und damit die Fehler-Ordnung dur
h Hk-Norm mit k = 0, 1. Wie sehen diese Fehler aus, wenn man z.B.
k = 1, 2, 4, 8, 16, 32, usw. nimmt ?
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