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Aufgabe 1:

Betrachten Sie die Wellengleichung

uy(r,t) = a*ug,(2,t), 0<x<1,t>0,
u(0,t) =u(l,£) =0, ¢t>0,
u(z,0) = f(z), 0<z<l1,
ug(x,0) = 0.

Berechnen Sie die Losung sowie mit Hilfe der d’Alembertschen Formel als auch mit-
tels eines Fourierreihenansatzes (Trennung der Variablen). Vergleichen Sie die beiden
Losungen.

Aufgabe 2: (Energieerhaltung fir die Wellengleichung)

Betrachten Sie die Wellengleichung uy = a*u,,, 0 < o < £, t > 0, mit den Rand-
bedingungen u(0,t) = u(¢,t) = 0. Zeigen Sie, dass fiir alle ¢t > 0, E(t) = E(0) gilt,
wobei

¢
B(t) = 1 / (e (0, )% + Pua(z, £)?) da .
0
Aufgabe 3:
Betrachten Sie die Warmeleitungsgleichung

U = OUgy, 0< <,
u(0,t) = u(l,t) =Ty,

wobei 0 # 1 und Tj # 0. Fiir die Transformation
T=at, {=0x, v=u+r,
definieren Sie die Konstanten «, $ und v so, dass Sie das Problem

Vr = Uge 0<é<m,
v(0,7) = v(m, 1) =0,

bekommen.



Aufgabe 4:

Lésen Sie die Warmeleitungsgleichung

u(x,t) = uge(z,t), 0<ax<1l,t>0,
ug(0,t) = u,(1,6) =0, >0,
u(x,0) = cos(mx) —3cos(3mx), O0<zx<l1,

mit Hilfe eines Fourierreihenansatzes (Trennung der Variablen).
Aufgabe 5: (Regularitat der Losung der Wdarmeleitungsgleichung)

Betrachten Sie die Warmeleitungsgleichung

u(z,t) = uge(z,t), z€QCR, t>0,
u(z,t) =0, €I, t>0,
u(z,0) = ug(x), x€.

Zeigen Sie:
T 1

(a) / /ui(z,t) dedt < = / ud(z) dz fiir alle T > 0;
o Ja 2 Jo

Hinweis: Multiplizieren Sie die Gleichung mit der Funktion u(z,t) und integrie-
ren Sie dber das Gebiet 2. Verwenden Sie, dass uu = %(uz)t gilt.

(b) / u?(z,t)de < % / ud(x) dz fiir alle T > 0.
Q Q

Hinweis: Multiplizieren Sie die Gleichung mit tu; und integrieren Sie tber das
Gebiet Q). Verwenden Sie, dass ugu, = %(ui)t qilt. Zeigen Sie dann, dass

T
/ t/(ui)tdxdtgo
0 Q

gilt. Anschliessend wenden Sie die Abschditzung aus dem Teil (a) an.

Aufgabe 6: ( Programmieraufgabe)
Betrachten Sie die eindimensionalen Poisson-Gleichung
—u"(x) = f(z) in (0,1),
wobei f(z) eine gegebene Funktion ist.

(a) Schreiben Sie einen MATLAB-Code Poissonl1D.m zur numerischen Losung der
Gleichung mit den Dirichlet-Randbedingungen



Dabei sind a und b gegebene Zahlen. Die zweite Ableitung wird durch den
zentralen Differenzenquotienten approximiert. Als Testproblem wéhlen Sie die
vorgegebene Losung

u(z) = 41? cos(2mz).

Plotten Sie die exakte und numerische Losung fiir n € {8, 16, 32} inneren Punk-
te.

Hinweis: Die MATLAB-Funktion spdiags ist hilfreich.

(b) Modifizieren Sie den Code PoissonliD.m, so dass der Code die numerischen
Losung der Gleichung mit den Randbedingungen

auch bestimmt. Die Neumann-Randbedingung u/(1) = b wird durch den zentra-
len Differenzenquotienten approximiert.
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