
Zusammenfassung: Kapitel 2

• Typen-Einteilung von linearen partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung: elliptisch,
hyperbolisch, parabolisch.

• Die Wellengleichung auf [0, ℓ]. Für u := u(x, t):

∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2

mit Anfangsbedingungen u(x, 0) = f(x),
∂u

∂t
(x, 0) = g(x) und Dirichlet-Randbedingungen

u(0, t) = u(ℓ, t) = 0.

- Die Lösung von d’Alembert:

u(x, t) =
1

2

(

f(x + at) + f(x − at)
)

+
1

2a

∫ x+at

x−at

g(ζ)dζ.

- Die Lösung mit Fourierreihen (Trennung der Variablen):

u(x, t) =

∞
∑

n=1

sin(
nπx

ℓ
)
(

an cos(
nπat

ℓ
) + bn sin(

nπat

ℓ
)
)

.

- Die Wellengleichung ist ein wohl gestelltes Problem, d.h. es existiert eine eindeutige
klassische Lösung (u(x, ·) ∈ C2, u(·, t) ∈ C2) die stetig von f und g abhängt.

- Hyperbolisch: utt − uxx = 1 vergleichen mit t2 − x2 = 1.
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• Die Wärmeleitungsgleichung auf [0, ℓ]. Für u := u(x, t):

∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2

mit Anfangsbedingung u(x, 0) = f(x) und Dirichlet-Randbedingungen u(0, t) = u(ℓ, t) =
0.



- Die Lösung mit Fourierreihen:

u(x, t) =

∞
∑

n=1

cne−(anπ/ℓ)2t sin(
nπx

ℓ
).

- Die Wärmeleitungsgleichung ist ein wohl gestelltes Problem, d.h. es existiert eine
eindeutige klassische Lösung (u(x, ·) ∈ C1, u(·, t) ∈ C2) die stetig von f abhängt.

- Parabolisch: ut − uxx = 1 vergleichen mit t − x2 = 1.
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• Die Laplace/Poisson-Gleichungen in Ω = [0, 1] × [0, 1]. Für u := u(x, y):

−∆u = 0 (Laplace) − ∆u = f (Poisson) in (0, 1) × (0, 1)

mit Dirichlet-Randbedingung u = g auf ∂Ω.

- Die Lösung mit Fourierreihen im Viereck [0, 1] × [0, 1] :

u(x, y) =
∞

∑

n=1

sin(nπx)
(

an sinh(nπy) + bn sinh(nπ(1 − y))
)

+

∞
∑

n=1

sin(nπy)
(

cn sinh(nπx) + dn sinh(nπ(1 − x))
)

.

- Das Maximumprinzip wurde bewiesen um zu zeigen, dass die klassische Lösung der
Poisson-Gleichung eindeutig ist und dass sie stetig von g abhängt.

- Elliptisch: uxx + uyy = 1 vergleichen mit x2 + y2 = 1.
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