
Geometrische Numerische Integration Mathematik, FS 2010
Prof. D. Cohen / M. Sigg Universität Basel

Serie 10
zur 19. und 20. KW (10.05. - 23.05.2010)

Aufgabe 1: (Programmieraufgabe)

Betrachten Sie das Lotka-Volterra Problem
{

q̇ = q(p − 1)
ṗ = p(2 − q)

und wenden Sie das explizite Euler- und das symplektische Euler-Verfahren mit h =
0.1 an.

• Berechnen Sie die ersten Terme der modifizierten Differentialgleichungen ( ˙̃y =
f(ỹ) + hf2(ỹ) + O(h2)).

Hinweis: Schreiben Sie das symplektische Euler-Verfahren in expliziter Form

und vereinfachen Sie mit einer Taylor-Entwicklung bis O(h3).

• Plotten Sie die numerischen Lösungen der ursprünglichen Gleichung und dieje-
nigen der modifizierten Gleichungen.

Aufgabe 2:

Beweisen Sie das Lemma aus der Vorlesung:

|b(t)| ≤ ln(2)νρ(t)ρ(t)! mit ν = κ +
µ

2 ln(2) − 1
.

Suchen Sie dazu eine Erzeugenden-Funktion b(ζ) := b1ζ + b2ζ
2 + b3ζ

3 + . . . , so dass
|b(t)|

ρ(t)!
≤ bρ für ρ(t) = ρ.

Hinweis: Folgen Sie den Schritten:

• Seien c(t) die Koeffizienten einer B-Reihe, so dass
|c(t)|

ρ(t)!
≤ cρ für ρ(t) = ρ. Wir

setzen c(ζ) := c0 + c1ζ + c2ζ
2 + . . .. Zeigen Sie, dass

|∂bc(t)|

ρ(t)!
≤ dρ für ρ(t) = ρ

mit dρ den Koeffizienten von d(ζ) := c(ζ)b(ζ). Schreiben Sie dazu
∑

u◦γv

. . . als

ρ(t)−1
∑

j=0

∑

u◦γv=t

ρ(u)=j

. . . .

• Zeigen Sie, dass
|∂j−1

b b(ζ)|

ρ(t)!
≤ (b(ζ)j)ρ.
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• Da
µζ

1 − κζ
= µζ + µκζ2 + µκ2ζ3 + . . . und

|a(t)|

ρ(t)!
≤ µκρ(t)−1, definieren wir b(ζ)

durch

b(ζ) =
µζ

1 − κζ
+

∑

j≥2

1

j!
b(ζ)j =

µζ

1 − κζ
+ eb(ζ) − 1 − b(ζ).

Zeigen Sie, dass
|b(t)|

ρ(t)!
≤ bρ.

• Zeigen Sie, dass b(ζ) analytisch ist für |ζ | ≤
1

ν
. Somit können Sie die Cauchy-

Formel anwenden und zeigen, dass |b(t)| ≤ Mνρ(t)ρ(t)!. Wählen Sie o. B. M =
ln(2).

Aufgabe 3: (Programmieraufgabe)

Betrachten Sie das Pendel mit der Hamilton-Funktion H(p, q) =
p2

2
− cos(q). Sei K

eine kompakte Teilmenge von {(x, y) ∈ R
2; |x| ≤ c}. Zeigen Sie, dass

||f(p, q)|| ≤
√

c2 + 4R2 + e2R

für ||(p, q) − (p0, q0)|| ≤ 2R und (p0, q0) ∈ K. Wählen Sie nun c = 2 und
R = 1 und finden Sie ein M . Berechnen Sie damit das h∗ für die Mittelpunkts-
regel und plotten Sie p gegen q mit den verschiedenen Anfangswerten (p0, q0) =
(0,−1.5), (0,−2.5), (1.5,−π), (2.5, π). Können Sie h auch grösser wählen, um zufrie-
denstellende Ergebnisse zu erhalten?

Aufgabe 4:

Sei X : Ω → R eine stetige Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass

1. E[ αX + Y ] = αE[ X ] + E[ Y ],

2. E[ α + X ] = α + E[ X ],

3. Var[ X ] = E[ X2 ] − (E[ X ])2,

4. Var[ αX ] = α2Var[ X ].

Aufgabe 5:

Sei X ∼ N (µ, σ2). Zeigen Sie, dass E[ X ] = µ und Var[ X ] = σ2.
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