Zusammenfassung: Kapitel 6

Wir betrachten das Problem
y'(r) = fly(x)),
y(O) = Yo

Annahme. Die numerische Losung lautet

O (y) =y + hf(y) + h2da(y) + B3ds(y) + . ..

mit gegebenen d;(y). Beispiel: Explizites Euler: d;(y) =0 Vj > 2.
Ansatz. Die modifizierte Differentialgleichung lautet

7 = @) = f@) +hfo(7) + 27 fs() + ...,
9(0) = wo.

Wir verlangen nun, dass die exakte Losung der modifizierten Differentialgleichung die
numerische Losung ist:

P, (yo) = y(h).
Eine Taylor-Entwicklung liefert die Koeflizienten f;(y).

Falls man das Verfahren als B-Reihe schreiben kann (dies gilt, z.B. fiir RK-Verfahren)

Duly) =y + 3 altla() FE) ),

dann kann man die modifizierte Differentialgleichung hy’ = B(b, ) auch als B-Reihe
darstellen mit Koeffizienten

wobei &b = 9,(8b).

FEigenschaften der modifizierten Differentialgleichung.
Falls das Verfahren Ordnung p hat, dann gilt:

7 = @) = f@) +h (@) + PP () +
9(0) = o

wobei f,+1(9) der Hauptkoeffizient des lokalen Fehlers ist.

Die Koeffizienten der modifizierten Differentialgleichung des adjungierten Verfahrens er-

fiilllen ‘
fily) = (=1 fi(y).



Die Koeffizienten der modifizierte Differentialgleichung eines symmetrischen Verfahrens
erfillen
fily) =0 fiir j gerade.

Falls das Problem Hamiltonisch ist, ¥y’ = J 'V H(y), und das Verfahren symplektisch,
dann ist die modifizierte Differentialgleichung auch Hamiltonisch:

fily)=J'VH;(y) Vj>2.

e Fehleranalyse:

Annahme
If® @) < KMR™* fir k=0,1,2,....
a(t)] < yOuxrOt VieT.
|a(t)] Y(t)u
Dann gilt:
4rM N j—1 . .
4l < (7 G >
p(t) | i — K
BOL < W@ Op0) mit =
2uM g\ j—1 . .
15wl < 0.50M( ZRJ)J fir j>2.
19 (o) — ennlvo)|| < hyMe '/h,

Fiir ein Hamiltonisches Problem ¢ = J 'V H (y) und ein symplektisches Verfahren der
Ordnung p gilt:

(yo) = H(yo) +O(e /@MY fiir nh<T
(yn) = H(yo) +O(hP) fir nh<T

asgael

fiir exponentielle Langzeiten T = e""/(h),



