Zusammenfassung: Kapitel 7

Eine Zufallsvariable X ist eine messbare Abbildung von einem Wahrscheinlichkeitsraum
) nach R:
X:0—=R

P(angb):/bf(u)du

wobei f die Dichtefunktion von X ist. Der Erwartungswert von X ist definiert als

Man hat

E[X] = /OO wf(u) du

[e.e]

Die Varianz von X lautet

Var[X] = E[(X — E[X])?.

Wir sagen, dass zwei Zufallsvariablen X und Y wunabhdngig sind, falls

Elg(X)n(Y)] = E[g(X)E[R(Y)]  Vg,h:R =R,
Die Zufallsvariable X ist normalverteilt, X ~ N(u,c?), falls
A 1)?
flz) = \/ﬁe 20

Sei T C R oder Z eine kontinuierliche, bzw. diskrete, Zeit. Eine Funktion X : Tx Q — R
ist ein stochastischer Prozess, falls X (t,-) eine Zufallsvariable fiir alle ¢ € T ist. Notation

X(t) = Xu() = X(t,-).
W (t) ist eine Brownsche Bewegung oder ein Standard Wiener-Prozess auf [0, T}, falls
1. W(0)=0
2. Fir 0 <s <t <Tgilt W(t) —W(s) ~ N(0,t—s)
3. Fir0<s<t<u<wv<Tsind W(t) —W(s) und W(v) — W(u) unabhéngig.
Dieser Prozess ist stetig, aber nicht differenzierbar.

Fiir eine Zerlegung des Intervalls [0,7] mit Schrittweite ;.1 — t; = At haben wir zwei
Definitionen eines stochastischen Integrals gesehen.

Das [Ito-Integral

At—0

/0 PO (0) = Jim, 37 ()W (1522) = ()



Das Stratonovitch-Integral

[ 100 awie) = gim, SR I 00 - W),

At—0 &= 2
J

Eigenschaften des Ito-Integrals:
1. E[f) h(t)dW ()] =0

E[(fy gt)dW @) (f; h(t)dW(®)] = E[f; g

e Scien f und g gegeben, der stochastische Prozess X (t) erfiillt die stochastische Differen-

tialgleichung
AX(1) = FX(E)dE+g(XH)dAW ()

wenn und nur wenn
X(t) - X(0) = / F(X(s)) ds + / g(X(s)) AW (s).

e Falls X () eine Losung von dX (¢) = f(X(¢))dt+g(X (¢))dW (t)istund U : [0,T] xR — R
glatt genug ist, dann ist Y (¢) := U(¢t, X (t)) die Losung von ([to-Formel)

1, 2U

v (1) = (SLXW0)+ FXO)T (X W) + 303X (1) 55
+g(X(E) (¢, X (1) AW (1),

(X (1)) dt

e Das Fuler-Maruyama-Verfahren lautet
Xni1 = Xn + f(Xp)At+ g(X,) AW,
wobei AW, := W, 41 — W, ~ N(0, At).
Dieses Verfahren konvergiert stark mit der Ordnung p = 1/2, d.h.

sup E[|X, — X(t,)|] < CAtY2

0<t, <T

Dieses Verfahren konvergiert schwach mit der Ordnung p = 1, d.h.

sup |E[Q(X,)] — E[@(X(t.))]] < CAt,

0<t, <T

wobei ® eine gegebene Funktion ist.



