
Zusammenfassung: Kapitel II
• Wir de�nieren ein lineares k-Shrittverfahren als
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βifn+i, (1)wo αk 6= 0 und |α0|+ |β0| > 0. Falls βk = 0 ist das Verfahren explizit, sonst ist es implizit.
• Herleitung von expliziten Verfahren: Adams-Bashforth. Diese Klasse von Verfahren istgegeben als
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p(t)dt,mit p(t) ein Interpolationspolynom vom Grad k − 1: p(xj) = fj für j = n, n− 1, . . . , n−
k + 1. Wir wenden dann die Formel von Newton und die Rükwärtsdi�erenzen an undbekommen
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0fn := fn.

• Herleitung von impliziten Verfahren: Adams-Moulton. Dieses Mal nehmen wir ein Inter-polationspolynom vom Grad k mit p∗(xj) = fj für j = n + 1, n . . . , n − k + 1 und wiefrüher bekommen wir
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• Herleitung von BDF-Verfahren. Wir betrahten ein Interpolationspolynom vom Grad

k so, dass q(xj) = yj für j = n + 1, n, . . . , n − k + 1 und yn+1 ist bestimmt durh
q′(xn+1) = f(xn+1, q(xn+1)) = f(xn+1, yn+1). Wir bekommen dann
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• Sei y(x) die exakte Lösung von y′ = f(x, y). Wir setzen yi = y(xi) für i = n, n+1, . . . , n+
k − 1. Der lokale Fehler ist y(xn+k)− yn+k. Das Mehrshrittverfahren (1) hat Ordnung pfalls der lokale Fehler = O(hp+1) (für alle AWP mit genügend di�erenzierbaren f). Wirhaben auh gesehen wie man überprüft ob das Verfahren Ordnung p hat, z.B.Ordnung p ⇐⇒
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• Zu einem Verfahren (1) assoziieren wir die Polynome ρ(ζ) =
k

∑
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αiζ
i und σ(ζ) =

k
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βiζ
i.Das Verfahren (1) ist konsistent falls ρ(1) = 0 und ρ′(1) = σ(1).

• Das Verfahren (1) heisst stabil falls die Wurzeln/Nullstellen des Polynoms ρ(ζ) erfüllen(i) Falls ρ(ζ̂) = 0 dann |ζ̂| ≤ 1.(ii) Falls ρ(ζ̂) = 0 und |ζ̂| = 1 dann ist ζ̂ eine einfahe Wurzel/Nullstelle von ρ(ζ).Der Satz über die Wurzel/Nullstelle von ρ(ζ) hilft uns um zu wissen wann ein Verfah-ren stabil ist oder niht: Seien η1, . . . , ηm die Nullstellen von ρ(ζ) mit Multiplizitäten
ℓ1, . . . , ℓm. Die allg. Lösung der Di�erenzengleihung k

∑
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yn = p1(n)ηn

1 + . . . + pm(n)ηn
m mit Polynomen pj(n) vom Grad ℓj − 1.Die erste Dahlquist-Shranke sagt uns, dass die Ordnung p eines stabilen k-Shrittverfahrens(1) erfüllt:

p ≤ k + 2 (k gerade), p ≤ k + 1 (k ungerade), p ≤ k (falls βk/αk ≤ 0).Wir haben noh ein Ergebnis über die BDF-Verfahren gesehen: sie sind instabil für k ≥ 7und stabil sonst.
• Im letzten Abshnitt haben wir gezeigt, dass Konvergenz äquivalent zur Stabilität undKonsistenz ist.


