
Zusammenfassung: Kapitel III
• Eine steife Di�erentialglei
hung ist eine Glei
hung, wo bestimmte implizite Verfahren vielbesser funktionieren als explizite Verfahren. Bsp: ẏ = −1000y − (1001e−t); ẏ = Ay mit

(

−10 6
13.5 −10

) (Fox, Goodwin (1949)).
• Die Lösung y(t, t0, y0) des AWPs ẏ = f(y), y(t0) = y0 ist stabil (im Sinn von Lyapunov)
⇐⇒(i) Die Lösung existiert für alle t ≥ t0.(ii) ∀ε > 0, ∃δ > 0 so, dass ∀∆y0 mit ||∆y0|| < δ hat man ||y(t, t0, y0+∆y0)−y(t, t0, y0)|| < ε.

• Die Lösung y(t, t0, y0) ist asymptotis
h stabil ⇐⇒(i) Die Lösung ist stabil.(ii) lim
t→∞

(y(t, t0, y0 + ∆y0) − y(t, t0, y0)) = 0 für eine Störung ∆y0 klein genug.
• Sei das Problem ẏ = Ay mit einer n × n Matrix A mit Eigenwerten λ1, . . . , λn.Das Problem ist stabil ⇐⇒ Re(λi) ≤ 0 für i = 1, . . . , n und Re(λi) < 0 fallsdim(Jordan Blo
k zu λi) > 1.Das Problem ist asymptotis
h stabil ⇐⇒ Re(λi) < 0 für i = 1, . . . , n.
• Für ein Problem ẏ = f(y), nennt man y(t) = y0 ein Glei
hgewi
htszustand oder kritis
herPunkt von f falls f(y0) = 0.Seien f ∈ C1 und y0 ein kritis
her Punkt von f :Falls die Eigenwerte von f ′(y0) Re(λ) < 0 erfüllen, dann ist y(t) = y0 asymptotis
h stabil.Falls ein Eigenwert von f ′(y0) Re(λ) > 0 erfüllt, dann ist y(t) = y0 instabil.
• Herleitung der Dahlquist-Testglei
hung y′ = λy, y(0) = 1 mit λ ∈ C.Die Stabilitätsfunktion eines expliziten Runge-Kutta Verfahrens ist gegeben dur
h dasPolynom R(z) = 1 + zbT (1 − zA)−11l, mit z = hλ, b = (b1, . . . , bs)

T , A = (aij)
s
i,j=1

,
1l = (1, . . . , 1)T .
S := {z ∈ C : |R(z)| ≤ 1} ist das Stabilitätsgebiet eines expliziten Runge-Kutta Verfah-rens.Ein Verfahren ist A-stabil falls C− ⊂ S, d.h. |R(z)| ≤ 1 für Re(z) ≤ 0.Das Stabilitätsgebiet eines expliziten Runge-Kutta Verfahrens ist bes
hränkt und so kannein sol
hes Verfahren ni
ht A-stabil sein. Deshalb muss man auf die S
hrittweite h a
hten,wenn man sol
he Verfahren benutzen will.



• Das Stabilitätsgebiet von einem linearen Mehrs
hrittverfahren (LMV) ist
S := {µ ∈ C : alle Nullstellen von ρ(ζ) − µσ(ζ) erfüllen |ζi(µ)| ≤ 1 und
|ζi(µ)| < 1 für eine mehrfa
he Nullstelle}.Das LMV ist A-stabil falls C− ⊂ S. Es folgt, dass falls µ = hλ ∈ S dann bleibt dienumeris
he Lösung bes
hränkt.Falls das LMV explizit ist, dann ist S bes
hränkt und das Verfahren ist ni
ht A-stabil.Die Adams-Bashforth-Verfahren sind dann ni
ht A-stabil.Die root lo
us 
urve Γ(θ) =

ρ(eiθ)
σ(eiθ) für θ ∈ [0, 2π] hilft uns um den Rand von S, ∂S, zuzei
hnen.Die k-S
hritt-Adams-Moulton-Verfahren sind ni
ht A-stabil für k ≥ 2.Die zweite Dahlquist-S
hranke sagt uns, u.a., dass das einzigeA-stabile LMV mit Ordnung

p = 2 und Fehlerkonstante C =
−1

12
die Trapez-Regel ist.Ein Verfahren heisst A(α)−stabil für 0 < α < π/2 falls Sα := {µ ∈ C : | arg(−µ)| ≤

α} ⊂ S.
• Für s ≥ 1 eine ganze Zahl, bi, aij , ci ∈ R für i, j = 1, . . . , s. Das numeris
he Verfahren
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ki = f(x0 + cih, y0 + h

s
∑

j=1

aijkj) i = 1, 2, . . . , s

y1 = y0 + h
s

∑

j=1

bjkjheisst ein s-stu�ges Runge-Kutta Verfahren. Notation: c a
b
.Das Kollokationspolynom u(x) vom Grad s zu den Stützstellen 0 ≤ c1 < c2 < . . . < cs ≤ 1ist de�niert dur
h

{

u(x0) = y0

u′(x0 + cih) = f(x0 + cih, u(x0 + cih)) i = 1, . . . , s.Das Kollokationsverfahren ist dann de�niert dur
h
y1 = u(x0 + h).Ein Kollokationsverfahren ist ein s-stu�ges Runge-Kutta Verfahren mit

aij =

∫ ci

0

ℓi(τ)dτ und bi =

∫

1

0

ℓi(τ)dτ,wobei ℓi(τ) das Lagrange-Polynom vom Grad s − 1 ist.Beispiele: Gauss-Verfahren (s = 1 Mittelpunktsregel), Radau-Verfahren (s = 1 ImplizitesEuler-Verfahren), Lobatto-Verfahren (s = 2 Trapez-Regel).Die Stabilitätsfunktion eines Runge-Kutta Verfahrens ist gegeben dur
h die rationaleFunktion
R(z) = 1 + zbT (1 − zA)−11l = det(I − zA + z1lbT )det(I − zA)

.Die Verfahren von Gauss, Radau und Lobatto sind A-stabil (Beweis: order star).In Praxis: Implizites Euler-Verfahren, Trapez-Regel, BDF, Radau IIA, und das Beste:Radau 5.


