
Zusammenfassung: Kapitel IV
• Sei das Problem ẏ = f(y), y(t0) = y0, der Fluss ϕt(y0) = y(t, t0, y0) = y(t) ist der Wert derLösungskurve an der Stelle t für jene Lösung y mit y(t0) = y0. Falls der Fluss geometrisheEigenshaften hat, suhen wir numerishe Verfahren mit denselben Eigenshaften (Bsp:Pendel, 2-Körperproblem).
• Sei H : R

2d −→ R, die Hamiltonshen Di�erentialgleihungen lauten
ṗk(t) = −

∂H

∂qk

(p(t), q(t))

q̇k(t) =
∂H

∂pk

(p(t), q(t)) für k = 1, . . . , d.
(1)Die gesamte Energie H ist eine Erhaltungsgrösse, d.h. H(p(t), q(t)) = H(p(t0), q(t0))

∀t > t0 für die exakte Lösung von (1).
• Eine di�erenzierbare Abbildung g : U −→ R

2d, mit U ⊂ R
2d, heisst symplektish, fallsfür jedes (p, q) ∈ U die Ableitung g′(p, q) eine symplektishe lineare Abbildung ist, d.h.

g′(p, q)TJg′(p, q) = J ∀ (p, q) ∈ U,mit J =

(

0 Id

−Id 0

).Der Fluss eines Hamiltonshen Systems ist symplektish.
• Ein numerishes Verfahren y1 = Φh(y0) mit Φh : R

2d −→ R
2d ist symplektish ⇐⇒ Φh istsymplektish.Bsp: Symplektishes Euler, Mittelpunktsregel, Störmer-Verlet, Runge-Kutta Verfahrenmit biaij + bjaji = bibj für i, j = 1, . . . , s (z.B. die Gauss-Runge-Kutta-Verfahren).Mit der Rükwärtsfehleranalysis kann man zeigen, dass ein symplektishes Verfahrenangewandt auf eine Hamiltonshe Gleihung sehr gute Langzeit-Energieerhaltung hat:

H(pn, qn) = H(p0, q0) + O(hp)für exponentielle lange Zeiten nh ≤ eκ/h, mit κ > 0 und p die Ordnung des Verfahrens.


