
Spektralmethoden Mathematik, FS 2008Prof. D. Cohen und I. Sim Universität BaselSerie 91. Wir möhten zeigen, dass ∫ 1

−1

L2
n(x)dx = (n +

1

2
)−1.a) Beweisen Sie zuerst die Formel von Rodrigues

Ln(x) =
(−1)n

2n
n!

dndxn

(

(1 − x2)n
)

.Hinweis: Zeigen Sie, dass ∫ 1

−1

dndxn

((1 − x2)n)p(x)dx = 0 für alle Polynome p(x) vomGrad ≤ n− 1. Dann folgt dndxn

(

(1− x2)n
)

= C ·Ln(x). Bestimmen Sie die Konstante
C mit Ln(1) = 1.b) Zeigen Sie, dass der Leitkoe�zient kn von Ln(x) der folgenden Gleihung genügt:

kn =
(2n)!

2n(n!)2
.) Verwenden Sie die Formel von Rodrigues, um ∫ 1

−1

L2
n(x)dx mit partieller Integra-tion zu berehnen.Hinweis: ∫ 1

−1

(1 − x2)ndx = 2

∫ 1

0

(1 − x2)ndx = 2

∫ π/2

0

(sin(θ))2n+1dθ =
22n+1(n!)2

(2n + 1)!
.2. Zeigen Sie, dass

(1 − x2)L′

k(x) = kLk−1(x) − kxLk(x), k ≥ 1.3. (Methode der Bisektion)a) Shreiben Sie eine Matlab-Funktion mylegendre(k,x), die Lk(x) mit Hilfe derRekursionsformel berehnet.b) Shreiben Sie eine Matlab-Funktion mylegendreprime(k,x), die L′

k(x) berehnet.1



) Shreiben Sie eine Matlab-Funktion nslegendre(k,a,b), die die Nullstelle von
Lk(x) in [a, b] �ndet (Bisektion).d) Shreiben Sie eine Matlab-Funktion [knoten,gewihten℄=kngeGauss(N), diedie Knoten und die Gewihten von der Gauss-Quadraturformel vom Grad 2N + 2berehnet.Hinweis: Die Knoten xj sind die Nullstellen von LN+1 (benutzten Sie a) und c)). DieGewihten sind gegeben durh 2/((1 − x2

j )(L
′

N+1(xj)))
2 (benutzen Sie b)).Ergebnis (N = 1): Knoten:±0.57735. Gewihten 1 und 1.e) Shreiben Sie eine Matlab-Funktion [knoten,gewihten℄=kngeGaussLobatto(N),die die Knoten und die Gewihten von der Gauss-Lobatto-Quadraturformel vomGrad 2N berehnet.Hinweis: Hierbei benutzen Sie eine neue Matlab-Funktion nslegendreprime(k,a,b)für die Knoten und mylegendre(k,x) aus a) für die Gewihten. Die Knoten xj sind

−1, 1 und die Nullstellen von L′

N . Die Gewihten 2/(N(N + 1))1/(LN(xj))
2 (ausserfür das Erste und Letzte: 2/(N(N + 1))).Ergebnis (N = 2): Knoten:−1, 0, 1. Gewihten 1/3, 4/3, 1/3.f) Berehnen Sie ∫ 1

−1

f(x)dx mit f(x) = e−(πx)2 cos(π2x) durh Gauss- bzw. Gauss-Lobatto-Quadratur.
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