
Spektralmethoden Mathematik, FS 2008Prof. D. Cohen und I. Sim Universität BaselSerie 121. Zeigen Sie die folgende Ungleihung
|uN |H1(Ω) ≤ c · ‖INf‖L2(Ω)für die Lösung uN von dem diskreten Poisson Problem

aN(uN , vN) = bN (vN) für alle vN ∈ Q0
N .

Hinweis: Siehe Aufgabe 1. in der Serie 11, Satz 1 in §8 aus der Vorlesung und diePoinaré-Friedrih-Ungleihung:
‖v‖L2(Ω) ≤ c · |v|H1(Ω) für v ∈ H1

0 (Ω).2. Wir betrahten die Poisson-Gleihung
(P)

{

−∆u = f in Ω = (−1, 1) × (−1, 1),
u = g auf ∂Ω.

(1)Die inhomogene Dirihlet-Randbedingung (1) wird durh die Zerlegung ũ = u − gzur homogenen Dirihlet-Randbedingung ũ auf ∂Ω mit ũ ∈ H1
0(Ω). Dann lautet dieshwahe Form von (P) wie folgt:

(S) suhe u ∈ H1(Ω)mit ũ = u − g ∈ H1
0 (Ω) so, dass a(u, v) = b(v), ∀ v ∈ H1

0 (Ω).Nun betrahten wir das folgende diskrete Problem von (S):
(D) suhe uN ∈ QN (Ω)mit ũN = uN − INg ∈ Q0

N(Ω) so, dass
aN(uN , vN) = bN (vN), ∀ vN ∈ Q0

N (Ω).Hierbei gilt uN(x, y) =

N
∑

i,j=0

uijℓi(x)ℓj(y), mit Lagrange-Polynome ℓi.1



Finden Sie das resultierende Gleihungssystem Au = F mit der Stei�gkeitsmatrix Abzgl. aN(ℓi ⊗ ℓj , ℓr ⊗ ℓs) für (i, j), (r, s) ∈ L0, der Lösung u = (uij) für (i, j) ∈ L0 undder rehten Seite F = f(xr, xs)ωrωs −
∑

(i,j)∈M

gijaN(ℓi ⊗ ℓj , ℓr ⊗ ℓs) für (r, s) ∈ L0,wobei
L0 = {(i, j) ∈ {0, . . . , N}2 : (xi, xj) ∈ GLL-Knoten ∩ Ω},

M = {(i, j) ∈ {0, . . . , N}2 : (xi, xj) ∈ GLL-Knoten ∩ ∂Ω},

ℓi ⊗ ℓj = ℓi · ℓj .Hinweis: {ℓr(x)ℓs(y)}N−1
r,s=1 ist eine Basis von Q0

N .3. Zeigen Sie, dass die Matrix
S :=

(

A C⊤

C O

)mit der symmetrishen und positiv de�niten Matrix A niht positiv bzw.niht negativde�nit ist.Hinweis: Betrahten Sie z⊤Sz mit z =

(

v

0

) oder (

A−1C⊤q

−q

).4. Für Elena, Samuel und BalthasarKurze Präsentation der Burger-Gleihung:
ut + uux − νuxx = 0, ν > 0.Hinweis: Geshihte; exakte Lösung; Fourier-Kollokationsmethode auf (0, 2π)mit periodishen Randbedingung; oder Chebyshevkollokationsmethode auf (−1, 1)(u(−1, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = − sin(πx)).
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