
Zusammenfassung: Kapitel 1. Grundtehniken: Fourier,FFT, DCT und JPEG
• Sei f : [0, 2π] −→ C eine 2π-periodishe Funktion. Die Fourierreihe von f ist gegebendurh

f ∼
∞∑

k=−∞

ckeikxmit den Fourierkoe�zienten
ck = f̂(k) =

1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikxdx.

• Falls die Funktion genug glatt ist, dann fallen die Fourierkoe�zienten sehr shnell ab:
|ck| ≤ Konst

|k|p+1
.

• Gibbshes Phänomen: Verhalten der Fourierreihe einer unstetigen Funktion.
• Konvergenz im quadratishen Mittel.
• Die Fourier-Transformation von f ist

f̂ : R −→ C

k 7−→ f̂(k),mit
f̂(k) =

1√
2π

∫ ∞

−∞

f(t)e−iktdt.Für die Inverse-Fourier-Transformation von f̂ hat man
f(x) =

1√
2π

∫ ∞

−∞

f̂(k)eikxdx.Eigenshaften:
f̂ (ℓ)(k) = (ik)ℓf̂(k), f̂ ∗ g(k) =

√
2πf̂(k) · ĝ(k),mit der Faltung

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞

−∞

f(x − y)g(y)dy.



• Für eine Ganzzahl N de�nieren wir eine Gitter
xℓ =

2πℓ

N
, für ℓ = 0, 1, . . . , N − 1.Die diskrete Fourier Transformation (DFT) von einer N-periodishen Folge y ist gegebendurh z = FN(y) mit

zk =
1

N

N−1∑

ℓ=0

yℓe−ikxℓ =
1

N

N−1∑

ℓ=0

yℓω
−kℓ,für k = 0, . . . , N − 1.Die Umkehrabbildung von FN ist F−1

N = NFN (IDFT) mit
(FNz)k =

1

N

N−1∑

ℓ=0

zℓω
kℓ.

• Mit dem Aliasing-Satz, kann man zeigen, dass für f p-mal st. di�. (p ≥ 2) und 2π-periodish gilt
f̂N(k) − f̂(k) = O(N−p),für die diskrete Fourierkoe�zienten f̂N(k).

• Das trigonometrishe Polynom durh (xℓ, yℓ) (für ℓ = 0, 1, . . . , N − 1, mit N gerade) istgegeben durh
pN(x) =

N/2∑

k=−N/2

′

zkeikx =
1

2

(
z−N/2e−iNx/2 + zN/2eiNx/2

)
+

∑

|k|<N/2

zkeikx,wo z = FN(y).
• Seien u = (u0, . . . , uN−1) ∈ PN , v = (v0, . . . , vN−1) ∈ PN und y = (u0, v0, . . . , uN−1, vN−1) ∈P2N . Dann, für k = 0, 1, . . . , N − 1 haben wir

2N(F2Ny)k = N(FNu)k + ω−k
2NN(FNv)k

2N(F2Ny)k+N = N(FNu)k − ω−k
2NN(FNv)kmit ω2N = e2πi/(2N) = eπi/N .Es folgt: Falls N = 2m, kann man FNy mit O(N log2 N) komplexen Multiplikationen undAdditionen berehnen (FFT).

• Die diskrete-Kosinus-Transformation (DCT) von (yℓ)
N−1
ℓ=0 ist gegeben durh

zk =
2

N

N−1∑

ℓ=0

yℓ cos(kxℓ) für k = 0, . . . , N − 1,mit xℓ =
(2ℓ + 1)π

2N
.

• Pixels; Bild; Farbe (RGB); grauen Farbton (Gray sale); DCT in R2.
• Ideen von JPEG:Bild → Zerlegung in Blok von 8 × 8 Pixels → DCT → Quantisierung → Zik-Zak →Kodierung.


