Zusammenfassung: Kapitel 3. Interpolation,
Approximation und Quadratur Formeln

Definition von L2(—1,1) und Sobolev-Riume H?(—1,1) mit Normen:

Wil = ([ e
-1 (Zuﬂ lizcan)

Orthogonale Polynome: Die Jacobi-Polynome ¢x(z) = Péa’ﬁ)(:c) vom Grad k sind die
Eigenfunktionen des singuldres Sturm-Liouville-Problems

171

% (r(z)u'(z)) + dw(z)u(z) = 0

mit r(z) = (1 — 2)"*(1 + 2)'*” und dem Gewicht w(z) = (1 — 2)*(1 + x)".

Beispiel: « = f = 0 = Legendre-Polynome ¢, = Ly. « = [ = 1/2 = Chebyshev-
Polynome ¢, = T},

Das Jacobi-System {¢;}2°, ist eine orthogonale Basis der Raum L2(—1,1): Fiir u €
L2(—1,1) hat man

Su: = U, mit den Jacobi-Koeff. 4
u ; «Pi; it den b ||¢|| Tl (2 )i

N
PNUZ = E ﬁkgbk
k=0

Pyu ist auch die orthogonale Projektion von u auf Py(—1,1):

(Pyu,v)r2 = (u,v)2 Vv e Py(-1,1).

1\_
Beispiel: ||Li|[3. = (k + 5) L HTkH%i = Cpe

5 mit cg = 2, ¢ = 1 sonst.

Quadratur Formeln

[ f@taae = Y pep,

mit den Knoten x; und den Gewichten w.



(1) Gauss-QF: Knoten=Nullstellen von ¢y 1, exakt fiir p € Poy..

(2j+1)7r) T
OIN+2 7777 N+1

Beispiel: Chebyshev: z; = cos(
2

(1= 2f) (L (25))*

(2) Gauss-Radau QF: Knoten=Nullstellen von ¢y.1 + ady, exakt fiir p € Pyy.

2mJ ), Wo = ——, w; = 2T_ sonst. Legendre:

aN+17 M0 T Ny 1 YT T N2 &

. Legendre: Nullstellen->Bisektion,

wj:

Beispiel: Chebyshev: x; = cos(

o — 2 . 11—z
P WD T N DI,

(3) Gauss-Lobatto QF: Knoten=Nullstellen von (1 — x?)¢)y, exakt fiir p € Poy_.

Beispiel: Chebyshev: z; = cos(%j) w; = ELN’ mit ¢; = 2 fiir j = 0, N und ¢; = 1
j

sonst.

sonst. Legendre: w; =

(N+1)( v (5))?

N
Diskretes Skalarprodukt (u, v) N Zu v(z;)w; und zugehorige Norm ||u||y = +/(u, u) N
7=0

e Fiir eine stetige Funktion u definieren wir das Interpolationspolynom Iyu durch die Kno-
ten {z;}7o (d.h. Iyu Polynom vom Grad N mit Iyu(z;) = u(z;)).

Wir haben N
Inu = Z Uy,
mit den diskreten Koeff. @, = = ( ,¢0)n und v = ||¢£||N

Beispiel: Chebyshev: v, = 51 Legendre (Lobatto): v, = (£+ %)_1 fir ¢ < N und vy = %
74

N

e Ableitung im physikalischen Raum (fiir Gauss-Lobatto Knoten): Fiir Iyu = Z u(ze) Wy,
=0
U, Lagrange-Polynome, die Ableitung ist gegeben durch
N
Dyu := (Iyu)', mit Dyu(z;) = Z(DN)jgu(xg) fir j=0,...,N.
=0

Man hat explizite Formeln fiir die Ableitungsmatrix Dy fiir Chebyshev und Legendre
Polynome.

e Fehlerabschétzung fiir Pyu in Q = (=1,1) x (—=1,1):
we HQY) = [lu— Pyullz@) < ON""||ull g
w€ HJ(Q)NHLo(Q) = |lu— Py ullrzi0) < ON""Jullizp@)

we HINQ)NHL Q) = |u— Py ulpyo) < CN7"||y|

Hmw(Q)s

mit w(z) = (1 — 23)~2(1 — £2)~/2 fiir Chebyshev und w(z) = 1 fiir Legendre. (Py° ist
die Projektion in QY%).

e Fehler Abschitzung fiir Iyu in Q = (—1,1) x (=1,1):

we HJ(Q) = |u—Ivulm@ < CN"|[ulupe)



e Legendre-Spektral-Diskretisiereung der Poisson-Gleichung;:
—Au = fin Q
u = 0 auf 09.

Die schwache Formulierung lautet

Suche u € Hl(Q) so, dass
a(u,v) = b(v) ¥V v € Hy(Q), (1)

mit a(u,v) /Vu Vv und b(v /fv
Ein Galerkin-Ansatz liefert das diskrete Problem
Suche uy € Q%(€) so, dass
an(un,vn) =by(vy) ¥V on € QY, (2)

mit ay(-,-), bzw. by(+), Approximation von a(-,-), bzw. b(-), durch die Gauss-Legendre-
Lobatto QF.

Mit Hilfe vom Strangschen Lemma und vom Aubin-Nitsche Trick bekommt man die
optimale Fehlerabschétzungen falls v (Losung von (1)) in H™(Q2) und f € H"(Q2) sind:

lu—unllm) < c(N7T"|[ullam@ + N[ fllar@)
lu =l < (N fullnie) + NI o).
mit uy Losung von (2).
Das diskrete Problem (2) ist dquivalent zu einem Kollokationsproblem:

Suche uy € Q%(9) so,dass
—Aun (g, x0) = f(zk, 20) in GitterL N
un(xg, x) = 0 in GitterL N 0L,

mit GitterL = {(x, 2),0 < k,¢ < N} die Menge von Gauss-Legendre-Lobatto Knoten.
e FEin bisschen Fluiddynamik. Herleitung der Kontinuitditsgleichung
op . -
5 T div(pu) =0,

der Inkompressibilititsbedingung

und von

pD—?:diva+pf (mit — = — +uVu)
fiir ein inkompressibeles Fluid.

Herleitung der (entdimensionierten) Navier-Stokes Gleichungen
ou 1
ajt(u-V)u—%AujLVp = f

divu = 0,

mit u die Geschwindigkeit des Fluids, p der Druck, f eine dussere Kraft und Re die
Reynolds Zahl.

e Keine Zeit fiir die stationire Stokes-Gleichung und den Algorithmus von Uzawa ...



