
Zusammenfassung: Kapitel 3. Interpolation,Approximation und Quadratur Formeln
• De�nition von L2

ω(−1, 1) und Sobolev-Räume Hs
ω(−1, 1) mit Normen:

||f ||L2
ω
(−1,1) =

(

∫ 1

−1

|f(x)|2ω(x)dx)1/2

,

||f ||Hs

ω
(−1,1) =

(

s
∑

ℓ=0

||f (ℓ)||L2
ω
(−1,1)

)1/2

.

• Orthogonale Polynome: Die Jaobi-Polynome φk(x) = P
(α,β)
k (x) vom Grad k sind dieEigenfunktionen des singuläres Sturm-Liouville-Problemsddx(

r(x)u′(x)
)

+ λω(x)u(x) = 0mit r(x) = (1 − x)1+α(1 + x)1+β und dem Gewiht ω(x) = (1 − x)α(1 + x)β .Beispiel: α = β = 0 ⇒ Legendre-Polynome φk = Lk. α = β = 1/2 ⇒ Chebyshev-Polynome φk = Tk.Das Jaobi-System {φk}
∞

k=0 ist eine orthogonale Basis der Raum L2
ω(−1, 1): Für u ∈

L2
ω(−1, 1) hat man

Su : =
∞

∑

k=0

ûkφk, mit den Jaobi-Koe�. ûk =
1

||φk||2L2
ω

(u, φk)L2
ω

,

PNu : =

N
∑

k=0

ûkφk.

PNu ist auh die orthogonale Projektion von u auf PN(−1, 1):
(PNu, v)L2

ω

= (u, v)L2
ω

∀ v ∈ PN(−1, 1).Beispiel: ||Lk||
2
L2 = (k +

1

2
)−1. ||Tk||

2
L2

ω

= ck
π

2
mit c0 = 2, ck = 1 sonst.

• Quadratur Formeln
∫ 1

−1

f(x)ω(x)dx ≈
N

∑

j=0

f(xj)ωj,mit den Knoten xj und den Gewihten ωj .



(1) Gauss-QF: Knoten=Nullstellen von φN+1, exakt für p ∈ P2N+1.Beispiel: Chebyshev: xj = cos(
(2j + 1)π

2N + 2
), ωj =

π

N + 1
. Legendre: Nullstellen->Bisektion,

ωj =
2

(1 − x2
j )(L

′

N+1
(xj))2

.(2) Gauss-Radau QF: Knoten=Nullstellen von φN+1 + aφN , exakt für p ∈ P2N .Beispiel: Chebyshev: xj = cos(
2πj

2N + 1
), ω0 =

π

2N + 1
, ωj =

2π

2N + 2
sonst. Legendre:

ω0 =
2

(N + 1)2
, ωj =

1 − xj

(N + 1)2(LN (xj))2
sonst.(3) Gauss-Lobatto QF: Knoten=Nullstellen von (1 − x2)φ′

N , exakt für p ∈ P2N−1.Beispiel: Chebyshev: xj = cos(
πj

N
), ωj =

π

c̄jN
, mit c̄j = 2 für j = 0, N und c̄j = 1sonst. Legendre: ωj =

2

N(N + 1)(LN (xj))2
.Diskretes Skalarprodukt (u, v)N =

N
∑

j=0

u(xj)v(xj)ωj und zugehörige Norm ||u||N =
√

(u, u)N .
• Für eine stetige Funktion u de�nieren wir das Interpolationspolynom INu durh die Kno-ten {xj}

N
j=0 (d.h. INu Polynom vom Grad N mit INu(xj) = u(xj)).Wir haben

INu =
N

∑

ℓ=0

ũℓφℓ,mit den diskreten Koe�. ũℓ =
1

γℓ

(u, φℓ)N und γℓ = ||φℓ||
2
N .Beispiel: Chebyshev: γℓ =

π

c̄ℓ

. Legendre (Lobatto): γℓ = (ℓ+
1

2
)−1 für ℓ < N und γN =

2

N
.

• Ableitung im physikalishen Raum (für Gauss-Lobatto Knoten): Für INu =
N

∑

ℓ=0

u(xℓ)Ψℓ,
Ψℓ Lagrange-Polynome, die Ableitung ist gegeben durh

DNu := (INu)′, mit DNu(xj) =
N

∑

ℓ=0

(DN )jℓu(xℓ) für j = 0, . . . , N.Man hat explizite Formeln für die Ableitungsmatrix DN für Chebyshev und LegendrePolynome.
• Fehlerabshätzung für PNu in Ω = (−1, 1) × (−1, 1):

u ∈ Hm
ω (Ω) ⇒ ||u − PNu||L2

ω
(Ω) ≤ CN−m||u||Hm

ω
(Ω)

u ∈ Hm
ω (Ω) ∩ H1

ω,0(Ω) ⇒ ||u − P 1,0
N u||L2

ω
(Ω) ≤ CN−m||u||Hm

ω
(Ω)

u ∈ Hm
ω (Ω) ∩ H1

ω,0(Ω) ⇒ |u − P 1,0
N u|H1

ω
(Ω) ≤ CN1−m||u||Hmω(Ω),mit ω(x) = (1 − x2

1)
−1/2(1 − x2

2)
−1/2 für Chebyshev und ω(x) = 1 für Legendre. (P 1,0

N istdie Projektion in Q0
N ).

• Fehler Abshätzung für INu in Ω = (−1, 1) × (−1, 1):
u ∈ Hm

ω (Ω) ⇒ ||u − INu||L2
ω
(Ω) ≤ CN−m||u||Hm

ω
(Ω)

u ∈ Hm
ω (Ω) ⇒ |u − INu|H1

ω
(Ω) ≤ CN1−m||u||Hm

ω
(Ω).



• Legendre-Spektral-Diskretisiereung der Poisson-Gleihung:
−∆u = f in Ω

u = 0 auf ∂Ω.Die shwahe Formulierung lautetSuhe u ∈ H1
0 (Ω) so, dass

a(u, v) = b(v) ∀ v ∈ H1
0 (Ω), (1)mit a(u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇v und b(v) =

∫

Ω

fv.Ein Galerkin-Ansatz liefert das diskrete ProblemSuhe uN ∈ Q0
N (Ω) so, dass

aN(uN , vN) = bN (vN) ∀ vN ∈ Q0
N , (2)mit aN(·, ·), bzw. bN (·), Approximation von a(·, ·), bzw. b(·), durh die Gauss-Legendre-Lobatto QF.Mit Hilfe vom Strangshen Lemma und vom Aubin-Nitshe Trik bekommt man dieoptimale Fehlerabshätzungen falls u (Lösung von (1)) in Hm(Ω) und f ∈ Hr(Ω) sind:

||u − uN ||H1(Ω) ≤ c
(

N1−m||u||Hm(Ω) + N−r||f ||Hr(Ω)

)

||u − uN ||L2(Ω) ≤ c
(

N−m||u||Hm(Ω) + N−r||f ||Hr(Ω)

)

,mit uN Lösung von (2).Das diskrete Problem (2) ist äquivalent zu einem Kollokationsproblem:Suhe uN ∈ Q0
N(Ω) so, dass

−∆uN (xk, xℓ) = f(xk, xℓ) in GitterL ∩ Ω

uN(xk, xℓ) = 0 in GitterL ∩ ∂Ω,mit GitterL = {(xk, xℓ), 0 ≤ k, ℓ ≤ N} die Menge von Gauss-Legendre-Lobatto Knoten.
• Ein bisshen Fluiddynamik. Herleitung der Kontinuitätsgleihung

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0,der Inkompressibilitätsbedingung divu = 0,und von

ρ
DuDt

= div σ + ρf (mit DuDt
=

∂u

∂t
+ u∇u)für ein inkompressibeles Fluid.Herleitung der (entdimensionierten) Navier-Stokes Gleihungen

∂u

∂t
+ (u · ∇)u −

1Re∆u + ∇p = fdiv u = 0,mit u die Geshwindigkeit des Fluids, p der Druk, f eine äussere Kraft und Re dieReynolds Zahl.
• Keine Zeit für die stationäre Stokes-Gleihung und den Algorithmus von Uzawa . . .


