Linjar algebra II

Losningar till 6vningarna
Version 2013



Kapitel 1

Ovning 1.1. samt lite mer direkta konsekvenser av axiomen.

(i) Nollvektorn ér entydig. Bevis. Antag att 0 och 0; &r nollvektorer. Da giiller
0=04+0,=0,4+0=0; .

0O

(ii) Inversen ér entydig. Bevis. Antag att —v och —vy &r inverser till v. Da dr
—v+v =0=—v; +v. Addition med —v fran hoger ger

(—v+v)+(-v)=—v+(v+(-V)=—-v+0=—v
och pa samma sétt (—vy +v) + (=v) = —vy .
O

(a) Ov = 0. Bevis. 0v = (04 0)v = 0v + Ov. Addition med —0v fran hoger ger
0=0v+(—0v)=(0v+0v)+ (=0v) =0v+0=0v.

O
(b) a0 = 0. Bevis. Om a = 0 sa dr det klart enligt (a). Om a # 0 sa &r
1 1 1
v+ald=1lv+ald=|a— |v+ald=a|—-Vv+0)|=a| -V ]|=vV.
a a a
O
(¢) (-1)v=—v. Bevis. (-1)v+v=(-1)v+1lv=(-1+1)v=0v=0.
O

Ovning 1.2. Bara exempel 12: Verifiera att C*°(R) ir ett vektorrum.
Vi betecknar vektorerna f, g, h etc. Additionen definieras genom f+ g att i punkten
z,0 <z <lér(f+g)(z) = f(x)+g(z) och Af genom (Af)(x) = Af(z). Nollvektorn
dr funktionen 0 definerad av 0(x) = 0, och inversen — f till ges av (—f)(z) = —f(z).
Att axiomen géller 4r nu en omedelbar f6ljd av raknereglerna i K.

Ovning 1.3. Span(W) ir ett delrum till V. Bevis. Detta #r “trivialt”. Vi visar bara
slutenhet under addition och antar att W bara innehaller tva vektorer ug, us.
Lat wi; = ajuy + S1us och wo = asuy + Goug. Da giller wi +wy = ajuy + f1us +
asuy + foug = (0(1 + Oég)ul + (ﬁl + /62)112 S Span(W).
O



Ovning 1.4. Bevis. Igen ett trivialt pastaende.

Om B &r en bas sa generar B och alla vektorer, speciellt nollvektorn, kan bara
skrivas pa ett sétt.

Omvént giller det att visa att varje vektor bara kan skrivas som en unik linjarkom-
bination. Vi vet detta & priori bara fér nollvektorn. Men om

v => a;b; = B;b; far vi Y (a;—F;)b; = 0. Det linjéir oberoeendet ger a;—3; = 0
dvs. a; = f3; sa framstéllningen ar entydig.

O

Ovning 1.5. Bevis dia n = 3: Antag att A1 (v1 — Vo) + Aa(va — v3) + Agvy = 0. Da far vi
)\1V1 + ()\2 - )\1)V2 + ()\3 - )\2)V3 =0.Sa )\1 = O7 )\2 — /\1 = 0 och )\3 — )\2 = 0 med
den entydiga losningen A\ = Ao = A3 = 0.

O

Ovning 1.6. Bevis dan = 3: Lat v € V. Vi vet att v kan skrivas v = A\;vi +Xavo + \3v3
och vill hitta §; sa att v = B1(vi — va) + Ba2(ve — v3) + B2vs. Detta ger v =

Bivi + (B2 — Bi)ve + (B3 — f2)vs. Sa B = A, B2 — B1 = A2 och 3 — 2 = As3.
Detta ekvationssystem har den entydiga l16sningen 31 = A1, B2 = A1 + A2 och
B3 = A1+ A2 + As.

O

Ovning 1.7. Bevis di n = 2: Antag att (v, + w) + B(va + w) = 0 ér en icketrivial
linjirkombination. Da géller (a+0)w = aw+pw = —(avi+0va) = u € Span(W).

Om « + 3 # 0 ger division med a + 3 att w = aiﬁ € Span(W). Om o+ 3 =0

géller avy + Bvy = 0. Eftersom vy, vs ér linjirt oberoende far vi a = 8 = 0 vilket
motsiger att den ursprungliga linjarkombinationen var icketrivial.

O

Ovning 1.8. Uppenbarligen éir U = {(3s,s,7t,t,u);s,t,u € R}. (Detta &r parameter-
framstéllningen av 16sningen av ekvationssystemet z1 = 3zo,23 = 7z4.) Men
(3s,8,7t,t,u) = s(3,1,0,0,0) + ¢(0,0,7,1,0) + u(0,0,0,0, 1) sa vektorerna
(3,1,0,0,0),(0,0,7,1,0),(0,0,0,0,1) spanner U. Det &r l4tt att se att de dr linjért
oberoende och alltsa ar de en bas.

O

Ovning 1.9. Kanske en kuggfraga. Vi vet att 1,¢,¢2,t3 #r en bas. Men det &r ocksé t.ex.
1,t,t2 +t3, 3.

O

Ovning 1.10. Antag att ae® + bze® + ce?® = 0.

(a) Division med e?* ger ae™* + bre™® + ¢ = 0. Later vi x — oo far vi ¢ = 0. S&
ae® + bxe® = 0. Dividerar vi nu med ze” och later x — oo far vi b= 0. Sa ae” =0
vilket ger a = 0. Alltsa &r funktionerna linjart oberoende.

(b) Deriverar vi tva ganger i ae® +bze® +ce?® = 0 far vi (a+b)e® + bze® +2ce** = 0
och (a + 2b)e” + bre® + 4ce®® = 0. Sitter vi = 0 i dessa identiter far vi de tre
ekvationerna a +¢ =0, a + b+ 2¢c = 0 och a + 2b+ 4¢ = 0 med den unika l6sningen
a=b=c=0.



(c) Om vi later x # 0 vara en punkt i I har vi enligt (b) ekvationssystemet

T 2x 0

E= (a+0b)e* bre® 2ce*® |0
(a+2b)e® bre® 4ce** |0

Subtraherar vi den forsta raden fran de tva dvriga, och sedan tva ganger den andra
fran den sista far vi

2z

® bxe® ce 0

T 2z 0

ce ©

ae bxe

E~ be” 0 ce®® [0 | ~ | be® 0 ce® |0

ae

2be” 0 3ce?* | 0 0 0 ce®* | 0

som successivt ger ¢ =0, b =0 och a = 0.
O

Ovning 1.11. (a) Varje vektorrum som genereras av en éndlig méngd har en bas; Sant
enl. Kor. 1.12.

(b) Varje vektorrum har en dndlig bas; Falskt. Motex. P[t].

(¢) Ett vektorrum kan ha mer &n en bas; Sant. T.ex. Bade (1,0), (0,1) och (0,1), (1,1)
ir baser for R2.

(d) Om ett vektorrum har en &ndlig bas sa har alla baser lika manga element; Sant.
Det ar Kor 1.14.

(e) R,[t] har dimensionen n; Falskt. 1,¢,¢%,...,t" #r en bas. S& dimensionen ir
n+ 1.

(f) My xn har dimensionen m + n; Falskt. Den &r m x n. Matriserna med en etta
pa plats ij, 0 annars &r en bas.

(g) Om vektorerna vy, ..., v, genererar vektorrummet V sa kan varje vektor i V
skrivas som en linjéirkombination av vy, . .., v, pa precis ett sétt; Falskt. (1,0), (0,1),
(1,1) genererar R? men (1,1) = (1,0) 4 (0,1) (fsrutom den triviala framstéllningen
(1,1) = (1,1)).

(h) Varje delrum till ett &ndligtdimensionellt rum &r #ndligtdimensionellt; Sant.
Om delrummet ar oédndligtdimensionellt finns det, fér varje m, m stycken linjéirt
oberoende vektorer i delrummet. Enligt Lemma 1.17 kan dessa m vektorer utvidgas
till en bas for hela vektorrummet sa dimensionen &r minst m for varje m och rummet
ar alltsa odndligtdimensionellt.

(1) Om dim(V') = n s har V exakt ett delrum med dimension 0 och exakt ett med
dimensionen n. Sant. Om U &r ett delrum med dimensionen n sa har det en bas
bi,...,b,. Enligt Lemma 1.17 kan denna utvidgas till en bas for V. Men alla baser
for V (Kor. 1.14) har n element. Sa utvidningen dr ingen utvidgning och by, ..., b,
ar en bas for V. Alltsa ar U = V.

O

Ovning 1.12. Vilka av féljande méngder ér vektorrum? Forklara!

(a) Alla kontinuerliga funktioner pa [0,1]; Ett vektorrum. Slutet under + och -.
Funktionen som &r identiskt noll &r nollvektor och inversen till f &r —f.
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(b) Alla polynom pa [—1,1] med p(0) = 0; Ett vektorrum. Se (a).

(c) Alla polynom pa [—1, 1] med p(0) = 1; Inget vektorrum. Nollpolynomet uppfyller
inte villkoret p(0) = 1 sa nollvektor saknas.

(d) Alla ickenegativa funktioner pa intervallet (1,00); Inget vektorrum. Om f &r
ickenegativ (och inte identiskt noll) sa #r — f inte ickenegativ. Alltsa dr méingden
inte sluten under multiplikation med skalérer.

(e) Alla symmetriska n x n-matriser. Ett vektorrum. Om A och B #r symmetriska
dr A+ B och AA det ocksa.

Ovning 1.13. Antag att dim(V) = n och vi,...,v, &r vektorer i V. Visa att da &r
Vi,...,Vy linjirt oberoende om och endast om de genererar V.
Om de &r linjért oberoende kan de utvidgas till en bas fér V. Denna bas har n vekto-
rer sa dim(V') = n och vy, ..., v, dr en bas for V. Speciellt genererar vektorerna V.
Omvént om vy, ..., v, genererar V, ir en delméngd av dem en bas fér V. Men basen
har n basvektorer och darfér ar vi,...,v, en bas for V. Speciellt &r vektorerna
linjért oberoende.
O

Ovning 1.14. Kan vektorerna vi,vs,vs vara linjart oberoende men vektorerna w; =
Vi + Vo, Wg = Vo + v3 och w3 = vi 4 v3 linjirt beroende?
Svar: Nej: Antag att a(vy + va) + b(ve + v3) + ¢(v1 +v3) = 0. Da ér (a + ¢)vy +
(a +b)vy + (b+ c)vs = 0. Men om vy, Vg, vy dr linjirt oberoende ger detta ekva-
tionssystemet a +c¢ =0, a +b =0, b+ ¢ = 0 som bara har 16sningen a = b = ¢ = 0.

Ovning 1.15. Antag att U ir ett delrum till det &ndligtdimensionella vektorrummet V.
Visa att om dimU =dimV sa dr U = V.

Se 1.11 (i).
O
Ovning 1.16. dimP,, = m + 1. Det gar inte att skriva polynomet p = 1 som en linjir-
kombination av pg, p1, - . - , pm eftersom varje sadan linjarkombination &r 0 da ¢ = 0.
Polynomen p, pg, p1, - - - , Pm &r m~+2 stycken , dvs. fler &n dimensionen. Sa de ar lin-
jirt beroende (Lemma 1.13) och eftersom p ¢ Span(pg, p1,---,Pm) 4 Do, P1,- -+, Pm
det ocksa.
O

Ovning 1.17. Om V ér éndligtdimensionellt med dimensionen N kan det inte (Lemma
1.13) finnas fler &n N vektorer som &r linjért oberoende.

Omvént, antag att rummet genereras av dndligt manga vektorer. Da finns en bas
for V med sdg N vektorer. Da kan det inte finnas en f6ljd av med fler &n N linjart
oberoende vektorer, speciellt inte oéndligt manga.

O
Ovning 1.18. (a), (b) och (c): Vektorerna e, ey, es,... dir e; = (0,...,0,1,0,0...,)

ar vektorn med en etta pa plats 4, 0 for 6vrigt dr linjart oberoende sa rummen &r
odndligtdimensionella enligt férra évningen.

Anmérkning. eq, ez, es, ... dr en bas for R men inte for R eller RS°.

(d) Lat f1,1fs, f3,... vara en odndlig foljd av kontinuerliga funktioner pa [0, 1] med
disjunkta stod, t.ex. som i figuren.



|
1 1 :
4 3 2 U

Ovning 1.19. (a) Jémfor Ovning 1.3.
(b) Detta ir snarlikt Ovning 1.4.
Ena hallet (Vilket?) &r trivialt. For det andra hallet antar vi att O bara har den
triviala framstdllningen. Antag nu att u = uy + ... + upy, = vy + ... + vy, dér
u;,v; € U;. Da ér u; —v; € U och (ug —vy) + ...+ (uy, — vip) = 0, vilket ger
(up —vy1)=0,...,(uy —vy) =0, dvs. uy = vy,..., 4, = v, sa framstillningen
ar entydig.
O
Ovning 1.20. Lat by,...,b, vara en bas for V. Da duger U; = Span(b;),i = 1,...,n.
O
Ovning 1.21. Om U; NU, # {0} sa finns 0 # u € U; N Us. Men da giller 0 = u — u sa
framstéllningen &r inte entydig.
Antag omvént att U1NUz = {0} och 0 = uy+uy dir u; € U;. Dadiru; = —ug € Us.
Sau; € U; NU;y och alltsa u; = 0.
O
Ovning 1.22. Lat ey, es,...,e;5 och f,f, ..., f5 vara baser for U respektive V. De ér
10 stycken, dvs. fler #n dimR? = 9. S& de méste vara linjirt beroende. Men om
Aer + ...+ Asep + Bify + ... Bsf5 = 0, dér inte alla koefficienterna &r 0, sa ar
O£u=XMNe +...+Xe5=—(O1f1 +...0:f5) e UNV och alltsa &r UNV £ (.

O
Ovning 1.23. Om U+V ir ett delrum till C® med dimensionen 8 giller enligt Ovning 1.15

att U+V =C8 Om ey, ey, es och fi, £, ... f5 dr baser for U och V spénner alltsa
dessa 8 vektorer C®. Men da #r de ocksa linjirt oberoende vilket ger C8 = U @ V.

0O

Ovning 1.24. Antag att by, by, bs, ... ér en uppriknelig bas for V och E = {ex}rea en
annan bas. For varje ¢ finns en &ndlig indexméngd I; och skaléirer ¢y sa att

b; = Z cr€e) . (1.1)

AET;

(Detta &r en dndlig summa.) Lat I = U2, I;. Detta &r en uppriknelig union av
dndliga méngder och alltsa uppriknelig (Varfor da?). Varje vektor i V' kan skrivas
v = Zf\il Aib; for nagot N. Anvénder vi nu (1.1) ser vi att varje vektor v € V
kan skrivas som en (dndlig) linjarkombination ), ; axex. Sa Span ({ex}rer) = V.
Detta betyder att I = A som alltsa &ar uppriknelig.

O



Kapitel 2

Ovning 2.1. (a) Om Tx = Ty = 0 sa giller T(x +y) = Tx + Ty = 0 och T(ax) =

alx =0.
(b) Om x =Tuochy =Tvsagiller x+y=Tu+Tv =T(u+v) och ax =
aTu =T (au).
O
Ovning 2.2. Antag att Tu = T'v. Da géiller T(u—v) =Tu—Tv =0. Sau—v = 0 och
u=v.
O

Ovning 2.3. Exempel. Lat T : R — R? vara definierad genom Tz = (z,0). Funktionen
b(x,y) = z+sin(y) &r inte linjar men boT' () = b(x,0) = z+sin0. (Men B(z,y) ==
dr en linjir vénsterinvers.)

O

Ovning 2.4. Lat U; = Ran T och lat Ty : V — U vara given av Tyu = Tu. (Sa det dr
"samma” avbildning som 7' men betraktad som en avbildning in i U;. ) Den dr en

bijektion och har alltsa en invers Tfl : Uy — V. Det giller att utvidga Tfl till en
linjér avbildning pa W.

Lat by,...,b, vara en bas for U; och utvidga den till en bas by,...,by,,e1,...,e,
for W. Lat Uy = Span(ey,...,e). Da giller W = U; ® Uy sa w € W kan entydigt
skrivas w = u; 4+ uy déir u; € U;. Vi definierar T~ pa W genom att sitta T =0
pa U, och utvidga linjirt, dvs. vi later T-'w = T~ (u; +up) = T~ uy = T, .

Eftersom Tv € U géller T~'Tv = Ty 'Tv = v, sa T~! #r en viinsterinvers.

Ovning 2.5. Ett exempel ér T : R? — R, ¢ : R — R? déir T(z,y) = x och c(z) =
(x,sinz). Da &r ¢ inte linjdr men T o ¢(x) = T'(z,sinz) = z. (Men ¢;(z) = (x,0) &r
en linjér hogerinvers till T'.)
O
Ovning 2.6. Lat U; vara delrummet U; = Ker 7. Som i Ovning 2.4 finns ett delrum Us
sa att V = Uy @ Us. Betrakta nu Ty : Uy — W dér Tou = Tu,u € Us.
Pastaende: Ts &r en bijektion och har alltsa en invers T{l.
Argument: Om w € W, sa finns, eftersom T &r surjektiv, u € V med Tu = w. Om
u=u +updiaru; € U; sadr Tuy =0och Thous =Tus =Tu; +Tuys =Tu=w
sa Ty dr surjektiv. Omviint om Toug = Tove dér ug, vy € Us sa dr To(ug — va) = 0.
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Sa us — vy € Uy NU;. Men eftersom V = Uy @ U, ger detta ug —ve = 0. Sd ug = vo
och alltsa dr T injektiv.

Nu later vi 77! : W — V vara "samma’ invers T{l bara betraktad som en avbild-
ninginiV.S4 T 'w = Tg_lw for alla w € W. D4 giller, eftersom T~ 'w € U,, att
TT'w =TT, *w = w sa T~ &r en hogerinvers.

O

.. 1
Ovning 2.7. Exempel: A = ( 1 0 ) och B = ar inte inverterbara men

1 0
AB = ( 1 ) ar det. (Déiremot ir BA = det inte.)
0 0

BA kan inte ocksa vara inverterbar, ty om AB har inversen C' och BA har inversen
D sa giller A(BC) = (AB)C = I och D(BA) = (DB)A = I. Detta betyder att
A har bade hoger och vénsterinvers och alltsa &r A inverterbar, vilket motséger
antagandet.

O
Ovning 2.8. A= B om A= PBP~" fér nagon (inverterbar) matris P.
1. Att A = A foljer om vi tar P = 1.
2.0m A=Bsi A= PBP ' Vifar B= P 'B(P~ )" =P 'BPsia B=A.

3.0mA=Boch B=Cér A= PBP 'och B=QCQ ! fér ndgra matriser P, Q.
Men da dr A = PQCQ~'P~! = (PQ)C(PQ) !, sa A=C.

O
Ovning 2.9. Produktregeln fér determinanter, det AB = det Adet B, ger att det A =
det(PBP~1) = det Pdet Adet P~!. Men eftersom 1 = detI = det(PP~!) =
det Pdet P!, far vi det A = det B.
O

Ovning 2.10. Mittpunkten ges av m = %(x +y). S& Tm = %(Tx + Ty), och ér alltsa
mittpunkt till 7x och T'y.

O
Ovning 2.11. Det &r geometriskt uppenbart att Ro4p = RoRg. Sa
cos(a+ ) —sin(a+ )
Rayp = .
sin(e+8)  cos(a+ f)
A andra sidan ger en kalkyl att
cosacos —sinasinf  —(cos asin § + sin « cos 3)
RaRﬁ = 5
cos asin B + sin « cos 3 cosacos 3 — sinasin 3
och additionsformlerna fo6ljer.
O



Ovning 2.12. Den avbildning pa R? som i standardbasen har martrisen

0 0
O
Ovning 2.13. De avbildningar pa R? som i standardbasen ges av martriserna
0 1 1 0
A= och B =
0 0 0 0
O

Ovning 2.14. Forsok 1. Sitt Tv = T(x,y) = (vry,0). Om z,y > 0 och o > 0 sa géller
T(av) = T(ax,ay) = (\/aray,0) = a(\/ry,0) = aTv. Men om t.ex. v = (1,0)
ochu=(l,1)sad&ru+v=(21). Sa Tv = (0,0), Tu = (1,0) och T(u+v) =
(v/2,0) # (0,0) + (1,0) = T'v + Tu sa T &r inte additiv.

Losning. Vi behover utvidga T till vektorer med negativa koordinater. Lat sgn vara
funktionen sgn(z) =1 om = > 0, sgn(z) = 0 om x = 0, och sgn(z) = —1 om = < 0.

Vi sétter Tv = (sgn(z)+/|zy|,0) som alltsd inte &r additiv. Men vi har T'(av) =
(sgn(ax)/|awayl, 0) = (sgn(a)sgn(z)|aly/|zyl, 0) = (asgn(z)y/|zyl,0) = aT'v.

O

Ovning 2.15. Antag att a1Te; +. ..+ a,Te, = 0. Eftersom T ér linjir betyder det att
T(aye; + ...+ aze,) = 0, och eftersom T &r injektiv att a1e; + ... + ape, = 0.
Men nu &r eq,...,e, linjirt oberoende och alltsa dr a; = ... = o, = 0 den enda
16sningen.

O

Ovning 2.16. Lat v € V. Eftersom T #r surjektiv finns u € V med Tu = v. eq,...,e,
spanner V sa u = aje; + ... + aye, for nagra skaldrer «;. Vi far v.= Tu =
T(arer + ...+ ane,) = a1Ter + ... + a,Te, och alltsa spanner Teq,...,Te, V.

O

Ovning 2.17. Det linjéira ekvationssystemet x, = 5xo, 24 = 3x3 har tva fria variabler.
S& dim Ker T' = 2. Dimensionssatsen ger att dimRanT = 2 = dimR2. S4 Ran T &r
ett delrum till R? med full dimension. Sa enligt Ovning 1.15 &r RanT = R2, dvs.
T &r surjektiv.

O

Ovning 2.18. Antag att det finns en sadan avbildning T'. Ekvationssystemet 1 = 5xo och x3 =
x4 = 2x5 har tre pivotelement och alltsa tva fria variabler. Sa dim Ker T = 2. Ef-
tersom T gar in i C? giller dim RanT < 2. Dimensionsatsen ger 5 = dim Ker T +
dimRanT < 2 4 2 = 4, en motségelse.

O
Ovning 2.19. Eftersom AB ir inverterbar giller AB(AB)™' = I och (AB)"'AB = I.

Den forsta likheten ger att A har hogerinversen B(AB)™!, och den andra att B har
viinsterinversen (AB)71A.

Anmirkning. A och B behéver inte vara inverterbara (Ovning. Visa det!). Sa i
allménhet giller inte (AB)™! = B~tA~L ad



Ovning 2.20. (a) T.ex. A=1, B = —I,

10
(b) Tiex. A= och B =
0 0 0 1
O
Ovning 2.21. Lat eq,...,e, vara en bas pa V och fi,....f,, vara en bas pa W.

Antag dimW < dimV, dvs. m < n. Definiera T : V' — W genom Te; = f;,i <m
och Te; = 0,7 > m, och utvidga linjart. Detta betyder att om v = A\je;+...+ A\ e,
siatter viTv = \Te; +...+ A, Te, = \fy +...+ \f. Da ar T surjektiv. Detta
foljer eftersom om w € W finns A\; med w = \f; + ...+ A\pnf,. S& w ar bilden av
v=M\Ne1+ ...+ An€em-

Omvént om m > n och T : V. — W, sa ger dimensionssatsen att dimRanT <
dimKerT 4+ dimRanT =n < m = dim W. Alltsa &r Ran T ett &dkta delrum till W,
sa T &r inte surjektiv.

O

Ovning 2.22. Lat Uy = Ker ST, Vi = Ker S. Uy och Vj ér delrum till U och V. Ef-
tersom ST = 0 pa Uy giller att T'(Up) C Vp. Sa vi kan betrakta T och S som
avbildningar definierade pa Uy respektive Vj. Eftersom RanT &r ett delrum till
Vo géller dimRan7T < dimVy = dimKerS. Men enligt dimensionssatsen gil-
ler ocksa dimKerT + dimRanT = dim Uj. Detta ger dimKer ST = dimU, =
dimKerT 4+ dimRanT < dim Ker T + dim Ker S.

O
Ovning 2.23. Genom att vilja en bas kan vi anta att T’ ges av en matris A = [T]. Denna

kommuterar med alla matriser, speciellt med E}y;, den matris dér alla element &r 0
utom det pa plats kl som &r ett.

a a
Lat oss forst anta att matrisen &r 2 x 2, A = T2 ) pa giller (Kontrollera
az1 22
a1 0O ai; Q12 1 ..
det!) AFy; = och F1;A = . Att dessa dr lika medfor
az; 0 0 0
o . dl 0 0 dl
att @12 = ag; = 0 sd& A ar diagonal, A = . Men AF;5 =
0 do 0 0
0 do i
och Ei5A = . Detta ger att dy = ds och alltsa dr A = dy 1.
0 0

Det allménna fallet &r likadant. Lat k; och r; vara kolonnerna respektive raderna i
A. Kolonn i i matrisen AEy dr 0 om ¢ # k och kolonn k ar ky. I matrisen Eyp A ar
raderna 0 utom rad k som &r ri. Nar matriserna &r lika ger detta att a;; = 0 nér
i # k. Sa A &r en diagonalmatris, A = D = diag(dy,...,d,). Elementen i DE}; &r
0 forutom pa plats kl dar det ar dj,. Elementen i Ey; D ar 0 forutom pa plats kI dér
det ar d;. Eftersom dessa skall vara lika far vi att d = d; for alla k och [. Alltsa &ar
A = D = dyI en multipel av enhetsmatrisen.

O
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1 0 0 O

. 1 3 1

Ovning 2.24. (a) Sitt A = . En kalkyl visar att det A = —2 # 0. Sa
1 3 2 0
1 1 0 0

vektorerna r linjért oberoende (Varfor da?).

(b) Om B &r basen av de givna vektorerna sa dr [[]sp = ([bl]s e [b4]5) = A.
(c) Lat [v]g = (1,0,1,0). Da &r [v]s = [{]ss[v]s = (1,5,3,1).

(d) Lat [u]s = (1,0,1,0). Da &r [I]sp[u]lp = [u]s. P4 matrisform blir detta ekva-

tionssystem
1 0 0 01 1 0 0 0] 1
21 3 110 01 0 0 -1
~ rakna,rdkna ~
1 32 0/|1 0010 3
11000 000 1|-4
1

Sa [ulp = 5(2.-2,3,~11).

Anmirkning. Man kan ocksa berikna [I]ps = [I]55 och sen [u]p = [I]ps[u]s men
det blir &nnu jobbigare.

O
Ovning 2.25. Lat P och Q vara de tva givha baserna och S standardbasen pa Ps.
L 1 1 1 1 .
Da ar [I]SP = och [I]SQ = . Sa [I]pQ = [I}ps[I]SQ =
0 1 -1 2
-1 -1 L1 o -1
gpll]lsq. En (enkel) kalkyl ger [I]gp = 0 1 .Sa [(Ilpg = gplllsqo =
1 -1 1 1 2 -1
0 1 -1 2 -1 2

Alternativ 16sning (utan att blanda in standardbasen). Vi ser att (dvs. vi loser det
enkla ekvationssystemet gy = apo+bp1) go =1 —t =2— (1 +¢) = 2pyg — p1 och att
G =1+2t=-1+2(1+t)=—py+2p:. S

Upq = ([QO]P [CIﬂP) = _21 _21
O
Ovning 2.26. Vi har
3 1
71s = (ITels [Teds) =|



11
Vi har [T]B = [I]BS[T]S[I]SB~ Nu ar [I]SB = . En kalkyl ger [I]BS =
1 2

. 2 -1 9 13
ss = och [T]p =
1 1 —5 -8
O

Ovning 2.27. Eftersom det A = —4 # —8 = det B &r determinanterna inte konjugerade.
O
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Kapitel 3

Ovning 3.1. (a) Varje operator pa ett n-dimensionellt komplext vektorrum har n olika
egenvirden.

Falskt. T.ex. har identiteten I pa R™ bara egenviirdet 1 (men med multipliciteten
(b) Om T har en egenvektor har den oéndligt manga egenvektorer.

Sant. Om u &r en egenvektor #dr alla multiplar Au, A # 0, det ocksa.

(c) Det finns en operator pa ett reellt vektorrum utan egenvektor.

Sant. Se Exempel 3.8

(d) Det finns en operator pa ett dndligtdimensionellt komplext vektorrum utan
egenvektor.

Falskt. Se Sats 3.5.

(e) Det finns en operator pa ett odndligtdimensionellt komplext vektorrum utan
egenvektor.

Sant. Framatskift F(x1,z9,23,...) = (0,21, 22,3,...) har ingen egenvektor. Ty
om x = (r1,22,23,...) och Fx = Ax sa dr (0,21, 22,23,...) = A(x1,22,23,...).

Om A = 0 ger detta 1 = 29 = z3 = ... = 0. S& x = 0 och A = 0 &r inget
egenvirde. Om A # 0 har vi 0 = Az, 1 = Axg, z2 = Azg, ..., som successivt ger
1 =0,20 =0,23 =0,.... S& x =0 och A # 0 &r inte heller ndgot egenvirde.

(f) Summan av tva egenvektorer dr en egenvektor.

1 0

Falskt. Om A = sd d&r u = (1,0) och v = (0,1) egenvektorer till A med
0 0

egenviirdena 1 respektive 0. Men A(u+ v) = A(1,1) = (1,0) sd u + v &r ingen

egenvektor.
(g) Summan av tva egenvektorer till samma egenvirde &r en egenvektor.
Sant. Om Au = Auoch Av =JAvsaédr A(u+v) = Au+Av = du+ v = A(u+v).
Ovning 3.2. (a) Vi har
4-X =5

p(\) = =M -A-2=A+1)(\-2).
2 =3\

Sa egenvirdena dr —1 och 2.
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Egenvektorna till —1 fas ur (A + I)u = 0. Men

5 —5 1 -1
A+T= ~
2 2 0 0

Sa egenvektorerna dr (nollskilda) multiplar av (1,1).
Egenvektorna till 2 fas ur (A — 2I)u = 0. Men

2 -5 2 -5
2 =5 0 O

Sa egenvektorerna dr (nollskilda) multiplar av (5, 2).

2 1
(b) Lat . Det karakteristiska polynomet ér
-1 4
2—A 1 3—A 1 1 1 9
p(A) = = =B-2X) =(A-3)".
-1 4-X 3—A 4—-2) 1 4-X

Sa A har det dubbla egenviirdet 3. Egenvektorerna fas ur ekvationen (A —3I)u = 0.
Nu &r

-1 1 -1 1
-1 1 0 O
Sa egenvektorerna &r multiplar av vektorn (1,1).

(¢) Det karakteristiska polynomet r

1—A\ 3 3 1—A\ 3 3

p(AN)=] -3 —5-X =3 |=]|-2-) —2-) 0

3 3 1-—)\ 3 3 1-—X

1-Xx 3 3 1-X 24X 3

=—-(\+2) 1 1 0 =—-(\+2) 1 0 0
3 3 1—-2)\ 3 0 1-2X

2 1 0 2
=(A+2) =—(A+2?2(A-1).
31—\

Hér har vi adderat den forsta raden till den andra, brutit ut —(\ 4 2), subtraherat
forsta kolonnen fran den andra, och utvecklat langs andra kolonnen.

Egenvérdena &r alltsa 1 och —2, som &r dubbellt.
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Egenvektorerna till egenvérdet 1 fas ur

0 3 3 10 -1
A-I=| -3 6 -3 |~...~[ 01 1
3 3 0 00 0

Sa egenvektorerna dr multiplar av (1, —1,1).

Egenvektorerna till egenvirdet —2 fas ur

3 3 3 1 11
A+2I=| -3 -3 -3 [~...~] 0 0 0
3 3 3 0 0 0

Sa egenvektorerna ér linjirkombinationer av av (1,0, —1) och (1,—1,0).
Ovning 3.3. Det karakteristiska polynomet ir
cose — A  —sing 5

p(A) = = (A —cosp)? +sin’ .
sin cosp — A

Sa p(\) =0 da (A — cos ¢)? = —sin? ¢ eller A = cos ¢ =+ isin .
Egenvektorn till A = cos ¢ + isin ¢ fas ur
—isin —sin 11
R, — (cosp +isinp)l = 4 7~
sing  —ising 0 0

Sa ey = (i,1) &r en egenvektor till egenvérdet cos ¢ + isin¢. Eftersom R, &r reell
ire_ =ey = (—i,1) en egenvektor till egenvirdet cosp — i sin .

Ovning 3.4. Om u ir en egenvektor med egenvirde A sa giller 7%u = Au. Sa om TF = 0
far vi A*u = 0 och, eftersom u # 0, A = 0.

s I
Ovning 3.5. Lat M = och I = I, enhetsmatrisen med k rader och kolonner.
0 A

Successiv utveckling efter forsta kolonnen ger

I, * I 1 =*
0 A 0o A 0 A

De andra pastaendena foljer pa liknande sétt, det andra med utveckling efter sista
raden, det tredje med utveckling efter forsta raden, och det fjirde med utveckling
efter sista kolonnen.

Ovning 3.6. Enligt ledningen (Verifiera den!) och produktregeln giller

A C I C A 0
det = det det
0 B 0 B 0 I
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Enligt forra 6vningen ger detta

A C
det =det Bdet A .
0 B
" 0 A I 0 AB A .
Ovning 3.7. Ledningen ger = . Sa
-B I B I 0 I
0 A 0 A I 0 AB 0
det = det = det =det AB .
-B I -B I B I 0 I
e A %
Ovning 3.8. Om A dr en m X m matris och B dr en n X n matris och M = ,
0 B

sa giller enligt Ovning 3.6 att

A— )\, *

par(A) = det(M — AI) =
0 B -\,

= det(A — Ayp) det(B — M) = pa(\)ps(\) -

Ovning 3.9. Eftersom Tv; = \v; giller [Tvi]p = ey, i = 1,...,k, dir e; #r vektorn
med 1 pa plats ¢, 0 for 6vrigt. For ¢ > k vet vi inget om [T'v;] . Sa

[T = ([Tvl]B Tl [TVvitls - - [TVn]B) =

Ovning 3.10. Lat Ao vara ett egenvirde och dim E = k. Om B ir en bas dér de k forsta
vektorerna &r egenvektorer till detta egenvérde géller enligt forra Gvningen att

(/\0 - )\)Ik *

pr(A\) =det([T — M) =
0 A—-AI
Genom upprepad utveckling efter forsta kolonnen (eller Ovning 3.6), ger detta
pr(A) = (Ao — A)Fpa(N). Alltsa har )¢ algebraisk multiplicitet minst k. (Multi-
pliciteten dr stérre k& om pa(Ag) = 0.)

Ovning 3.11. Determinantrikning visar att p 4(A) dr ett polynom av grad n med hogstagrads-
termen (—1)"A". Dessutom géller att pa(\;) = 0. Sa faktorsatsen ger att pa(A) =
A=A (A2—=A) - (A, —A). (Detta giller ocksa om egenvirdena &r multipla.) Sitter
viA=0far videt A = pA(O) = )\1)\2 . )\n
Anmirkning. Om A dr diagonaliserbar kan vi se detta enklare genom att vélja en
bas B av egenvektorer. Da dr [A] g en diagonalmatris med egenvirden pa diagonalen.
Men f6r diagonalmatris &r det[A]p produkten av dessa diagonalelement.
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Ovning 3.12. Liat A = [T]p i nagon bas B. Om A = (a;;), ger mer determinantriikning
att pa(A) =det(A—AI) = (a11 — N)(a22 — A) -+ (@nn — A) +q(A) dér ¢(N) har grad
hogst n — 2. 84 pa(A) = (=1)"(A" + (=1)"7IA""Hars + a2 + - ann) + Q(A) =
(=) (A" +(=1)" A" I Tr A+ Q()) dér igen @ &r ett polynom av grad hégst n—2.
Men enligt forra vningen &r pa(A) = (A1 = A)(Aa = A)--- (A = A) = (=1)" (A" +
(=D IAH(A + Ao + - + \y) + Q. Koefficienterna i dessa polynom ir lika och
vifar TrA= X+ Ao+ -+ Ay

Ovning 3.13. Pastiaendet ir sant. Om U ér ett delrum dir {0} # U # V sa finns tva
vektorer u € U och v € V' \ U. Da finns en linjir avbildning 7" : V' — V med
Tu=v ¢ U och alltsa &r U inte invariant under 7.

En sadan avbildning T kan till exempel bildas genom att vilja en bas u, us, ..., u,
och om [x]p = (a, s ..., qy) sitta Tx = au.

Ovning 3.14. Att x € Ker(T — \I) betyder att Tx = Ax. Vi skall visa att Sx € Ker(T —
AI) dvs. att att TSx = ASx. Men eftersom S och T kommuterar géller T'(Sx) =
S(Tx) = S(Ax)) = ASx.

Ovning 3.15. Om p(t) = a + bt # 0 uppfyller Tp(t) = Ap(t) giller b+ at = Aa + \bt, sa
b = Aa och a = \b. Detta ger a = A\b = M\?a. S om a # 0 far vi A = 1. A andra
sidan om a = 0, foljer att b = 0 och alltsa p(¢) = 0, en motségelse. Sa egenvirdena
ar +1.

Egenvektorn till A =1 fas ur b + at = a + bt vilket ar ekvivalent med a = b och en
egenvektor ar 1 + ¢.

Egenvektorn till A = —1 fas ur b+ at = —a — bt vilket &r ekvivalent med a = —b
och en egenvektor ar 1 — ¢t.

Alternativt kan man observera att i standardbasen har T matrisen [T]s =

och sen gora "som vanligt”.

Ovning 3.16. Om x = (21,22, ...) ir en egenvektor till framatskift giller F(x1,2o,...)
= (0,z1,22,...) = A(z1,22,...). Detta ger oss ekvationerna A\z; = 0, A\xy = 1,
A3 =29, ....Om A#£0Ogerdettaxy =20 =23=...=0sax=0o0ch A#0 ér
inget egenvirde.
Om A\ = 0 far vi (0,21, 22,...) = 0(z1,22,...) = 0. Alltsd dr x = 0 ocksa nu och
A =0 &r inte heller nagot egenviirde (i nagot av fallen).

Om Bx = A\x dir B #r bakatskift, B(z1,z2,...) = (x2,3,...) far vi ekvationerna
To = AT1, T3 = A\Ta, T4 = A3, ... . Detta ger 2o = Axq, 3 = A2, 24 = A3y, .. ..
Sa, for alla A, &r x = 21(1,\, A2, A3,...) € R™® en egenvektor med egenvirdet \.

I R méste z,, — 0 sd alla A med |A| < 1 &r egenviirden. I R} skall x,, = 0 fér alla
stora m, och alltsa &r bara A = 0 ett egenvirde.

Ovning 3.17. Villkoret dim RanT = 3 betyder att A = 0 iir ett egenviirde med dim Ey =
3. Sa den geometriska multipliciteten &r 3. Enligt Ovning 3.10 &r den algebraiska
multipliciteten ocksa minst 3. Det karakteristiska polynomets grad dr dimV =5
och har alltsa ytterligare hogst tva (olika) nollstéllen.

Ovning 3.18. Om ) iir ett egenviirde till ST finns en vektor u # 0 sa att STu = Au.
Om A # 0 ér Tu # 0 och (T'S)(Tu) = T(STu) = T(Au) = A\Tu och alltsa dr Tu
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en egenvektor till 'S med egenvirdet A. Om A = 0, och alltsa STu = 0, &r ST inte
inverterbar. D& &r inte heller T'S inverterbar och har alltsa ocksa egenvérdet 0.

Ovning 3.19. Lat p(2) = cp2™ + cp12" ' + -+ c12 + .
Antag att A\ dr ett egenviirde till 7' med egenvektor u, Tu = Au, u # 0. Da géller
T*u = M\u och alltsé p(T)u = (cn/\” Fen N A+ co)u = p(A\)u och
alltsa &r p(\) ett egenvirde till p(T).

Andra hallet dr svarare. Antag att p(T)u = au, u # 0. Ekvationen p(z) = a
har n komplexa rotter Ay,..., . S& p(2) —a = c¢(z — A1) ... (2 — Ap). Detta ger
p(T)—al = c(T —MI)...(T — AI)u = 0. Som i Bevis 1 av Sats 3.5 ger detta
att (T — A\g)v = 0 for nagot k och nagon vektor v # 0. S& A ér ett egenviirde och
a=p(Ax).

Den forsta implikationen géller ocksa (med samma bevis) for reella vektorrum. Be-
viset ovan av den andra implikationen bygger pa algebrans fundamentalsats och
fungerar inte pa reella vektorrum. Pastaendet dr heller inte sant som féljande mo-
texempel visar.

LAt R vara rotation m/2 radianer i R?. D& har R ingen (reell) egenvektor och alltsa
inget reellt egenvirde. (De komplexa egenvirdena dr 4i.) Men om p(x) = 22 giller
p(R) = R? = —I som har det dubbla egenviirdet —1.

Ovning 3.20. Om u ir en egenvektor med Su = au och Tu = Bu géller TSu = affu =
STu. Eftersom T har olika egenvirden finns en bas av egenvektorer till T', ey, . . . , e,.
Sa om x € V giller x = x1e1 + -+ + z,e,. Eftersom STe; = TSe; ger detta
STx = ST(z1e1+ -+ xpe,) =215Te; + -+ STx,e,
=x,TSei+ - -+TSx,e, =TS(x1e1+ - -+xpe,) = TSx och S och T kommuterar.

Ovning 3.21. Eftersom A ir reell giller A = A. Sa om Av = \v giiller AV = Av = \v
=AV.

Ovning 3.22. Egenvirdet A3 med dim Ey = 3 har geometrisk multiplicitet 3, och dérmed
algebraisk multiplicitet minst 3. Totalt har vi 5 egenvarden rdknat med multiplicitet.
Sa de andra tva egenvirdena maste vara enkla, och dessutom &r den algebraiska
multipliciteten for Az lika med 3. Sa for alla tre egenviirdena &r den geometriska
och algebraiska multipliciteten densamma och alltsa &r T' diagonaliserbar.

010
Ovning 3.23. T.ex. matrissn A= | 0 0 1 |.Den har det trippla egenviirdet 0 men
0 0 O

den karakteristiska ekvationen har bara en fri variabel sa dim Eg = 1 < 3 och A ar
inte diagonaliserbar.

Genom att konjugera med en koordinatbytesmatris och bilda PAP~! far vi en

matris som ser "godtycklig ut” (eller hur?).

1 0 -1 1 0 -1
Om t.ex P = 1 ) 0 blir B = PAP! = -5 2 3 |. (Varfor
1 -1 -1 4 -1 -3

dr B inte diagonaliserbar?)
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Ovning 3.24. Enligt Ovning 3.4 har A bara egenviirdet 0. Om A kan diagonaliseras finns
det en bas B dir [A]p #r diagonal och med egenviirdena pa diagonalen. Men de &r
alla 0 sa [A]p &r nollmatrisen. Men det motséger att A # 0.

e a b
Ovning 3.25. (a) Att A = ar egenvektor till 7' betyder att AT = AA, dvs.
c d
a ¢ a
= A . Om a eller d inte ar noll &r A = 1, och da maste
b d c d

dessutom ¢ = b. Sa E; har dimensionen 3 och bestar av alla symmetriska matriser.
Om a = b = 0 har vi villkoren b = Ac och ¢ = Ab, som ger b = A\2b och ¢ = A\%c. Nu
dr minst en av b och ¢ skild fran noll s& A\? = 1. Sa dven A = —1 &r ett egenviirde

0 b
b 0

och E_; bestar av alla matriserna

(b) Javisst! Om A = (a;;) far vi som i (a) att a;; = Aay, och om i # j, a;; = Aaj;
och a;; = Aa;;. Sa de enda egenvirdena &r A = 1 och A = —1.

Egenrummet F; bestar av alla symmetriska matriser. Egenrummet F_; bestar av
alla skevsymmetriska matriser, dvs. de matriser som uppfyller AT = —A.

Anmirkning. Lat Ej; vara matrisen dir ap = 1 och a;; = 0 da (4,7) # (k,1).
Da har E; basvektorerna e, = FEii, och ey = Ey + Ey, dar k > [. E_1 har
basvektorerna fy; = Ey; — Ey. déar k > 1.

Eftersom Ej; = %(ekl + 1) da k > 1 och Ey = %(ekl — ) da k < I, ser vi att
Mywn = FE1 ® E_y sa T ar diagonaliserbar.

Ett annat sétt att se det &r att rikna dimensionerna. De n? platserna i en n x n-
matris bestar av n diagonalelement och 2¢, ickediagonalelement dér ¢, &r antalet

element dér k > I (eller k < 1). S& n? = n + 2t, vilket ger att t, = 3(n*> —n). S&
dimensionen fér Ey dr n+t, = 1(n®+n) och for E_; &r den t,, = 3(n* —n). Alltsé

iardim By +dimE_y = (n+t,) +t, = n+2t, = n? = dim My, «p,.
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Kapitel 4

Ovning 4.1. Kalla avbildningen 7. Den har egenvirdena 0 och 1. e; = (1,0,—1) &ar

en egemvektor till egenviirdet 0, och e; = (0,1,0), es = (1,0,1) &r egenvektorer
till egenviirdet 1. Vi observerar att e; dr vinkelrdt mot bade es = (0,1,0) och
e; = (1,0,1).
Om vi i basen E : e, eq,e3 har [v]g = (1,22, 23) sa géller Tv = (0,22, 23). S
T ar ortogonal projektion pa planet som spidnns av es,es3. Men detta plan kan
ocksa beskrivas som det plan genom origo som &r ortogonalt mot e, och har alltsa
ekvationen xq1 — x3 = 0.

Ovning 4.2. (a) Matrisen har egenviirdet 244 med egenvektorn e = (2, —(144)). (Genom
att ta konjugat foljer att (2, —141) ér en egenvektor med egenviirdet 2—i.) Lat B va-
ra basen e = Ree = (2,—1), e = Ime = (0, —1). Da géller [A]g = [I|ss[A]s[I]sB

2 0 1 0
dar [I)sp = . En kalkyl (Gor den!) ger [I]ps =
-1 -1 -1 =2

och

SIS

2 1
[Alp =
-1 2

Ovning 4.13. Lat p, vara antalet n fot langa gangar. Da &r p; = 1 och py = 3 (Varfor
da?). For att ligga en n + 2 fot lang gang kan plattliggaren antingen

I. Borja med en liten platta och sedan ligga en n + 1 lang gang, vilket gar pa p,,41
satt,

eller

II. Borja med en stor platta, vilket gar pa 2 sétt, och sedan ligga en n lang gang
vilket gar pa p,41 sitt.

Sa p, uppfyller rekursionen

Pn+2 = DPn+1 + 2pn
=1, p2 =3

For att 16sa detta skriver vi det som ett system av forsta ordningen. Lat x, =
(pnvanrl)- Da géiller

Pn+1 Pn+1 0 1 Pn
Xn+1 = = = = Axn s

Dn+2 DPnt2 + 2pn 2 1 Dnt1

20



0 1 X = Ax,, n=1,2,3,...
dar A = . S& vi far i " och x, = A" !x;.
2 1 x1 = (1,3)
For att berikna detta expicit observerar vi att en kalkyl (Gor den!) visar att A
har egenviirdena —1 och 2 med egenvektorerna e; = (1, —1) respektive ex = (1,2).

1 1
Vi ser ocksa att x; = g(—el + 4e3). Detta ger x,, = A%, = g(—A”_le1 +
1
g(—(—l)”’lel + 4 - 2" 12e,). Forsta koordinaten i denna likhet ger

slutligen p, = §(2"+1 +(-1)").

4An7162) =

—_

Ovning 4.14. Vi later x,, = (Fn, Fry1). Da giller

01 F,
Xn4+1 = (Fn+17Fn+2) = (Fn+17Fn+Fn+1) = :Axn
11 Foi1
0 1 = =
dir A = . Sa vi far { i;”_l G él;(”’ n=123... , som har 16sningen
1 1 A

X, = A"Xg.

=

1+
2

Vi har pa(A\) = 1_)\ %_ A ‘ = A% — X\ — 1 med nollstéllena A\, =

A_:lf‘/g
2

Anmirkning. Ay = 1,62 och A\_ =~ —0,62

Héarnéast berdknar vi egenvektorerna. For egenvardet A4 far vi, genom att subtrahera
forsta raden multiplicerad med —A_ fran den andra, att

och

. Observera att Ay +A_ =1och A A_ = —1.

—-A 1 - 1 -y 1
A 2T = + N + N +
1 1-X, 1 A 0 0

Sa ey = (1, A\4) dr en egenvektor till egenvirdet A;.

Pa liknande sétt ser vi att e = (1, A_) dr en egenvektor till egenvirdet A_.

Hérnést vill vi bestimma a4 och a_ med aye;+a_e_ = xg = (0,1). Detta betyder

{ atr +a_ =0 ar +a_ =0 ler a++a_:02
atdp+a-Ao =1 "\ apta-+Vh(ay —a)=2 T ey —a =% -

Detta ger a4 = % ocha_ = f%. Sa x, = A”(%(A”eJr — A"e_)) =

ﬁ ((1 +v5)"ey — (1 — \/5)”6_). Forstakoordinaten i denna likhet ger slutligen

R ((1 F VB — (1 - \/5)").

Ovning. Visa att Fig = 55. (Detta &r inte alldeles litt fran formeln for Fyo. Kanske
Ar det enklare att berdkna den med upprepade additioner i rekursionsformeln.
Vad tycker du? )
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