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1 Problem och problemlosning

1.1 Syfte

Syftet med detta inslag i kursen &r att du skall se vérdet av problemldsning som ett stindigt
nédrvarande inslag i all undervisning i matematik och att du sjdlv skall 6va upp din egen problem-
16sningsférmaga. Du skall se att problemlsning kan tjdna bade som inspirations- och gladjekilla
och som ett medel att na djupare forstaelse for matematik. Genom att erfara hur din egen for-
maga kan 6vas upp och vilka kompetenser, tankar och idéer som bidrar till att man lyckas med
problemldsning skall du ocksa se vikten av att arbeta strukturerat med problemldsning genom
hela skolmatematiken.

I detta kapitel ligger tonvikten pa problemlosning i sig. Det kan finnas inslag i problemen som
leder till 6kad begreppsforstaelse, men det dr alltsé inte huvudmalet i kapitlet.

I kursen kommer bl.a. problem for grundskoleelever att behandlas, dessa kan vara avsedda att
utveckla elevens begreppsforstaelse. Det dr naturligtvis viktigt for en ldrare att genomskada det-
ta och att kunna modifiera problem sa de passar for olika syften och olika individer. Problem
som syftar till att utveckla den ldrarstuderandes begreppsuppfattning inom frimst algebra och
geometri behandlas i1 senare kapitel.

1.2 Litteratur mm.

Utover denna text skall du arbeta med:

Frank K Lester: Problemldsningens natur, artikel i Ndimnaren TEMA: Matematik —— ett kom-
munikationsdmne.

Lowing & Kilborn, Baskunskaper i matematik, Kapitel 7, Problemldsning.

Problem ur Kéngurutédvlingen.

Nagra bra webbadresser dér du hittar nyttiga ldnkar och/eller bra problem ér:

NCM WWW.NnCm.gu.se Liast&lankat
Némnaren namnaren.ncm.gu.se Kiéngurusidan
Skolverket lankskafferiet.skolverket.se ~Naturvetenskap och matematik

IT-pedagogerna www.f.komforb.se/it-pedagogerna/klurigt  Kluringar med 16sningsforslag

1.3 Vad ir ett problem?

Som papekas av Lowing & Kilborn sa anvinds ordet problem pa ett varierat sétt. Hir kommer
jag att reservera begreppet problem for en matematisk fragestéllning som ldsaren/I6saren forstar
men inte har en, i forvig, fardig 16sningsstrategi till. Andra matematiska fragestillningar kallar
jag ovningsuppgifter eller rutinuppgifter. Av detta foljer att det som ér ett problem for en ldsare
kan vara en 6vningsuppgift eller rutinuppgift for en annan. Skillnaden ligger i individernas olika
erfarenheter.

Lat mig ge ett exempel:

Att finna de tal som skall sta i, eller ersitta, (] respektive () da
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O+ Q = 13
O-Q =3

ar ett genuint problem for en ung elev, som behérskar talomradet 0-20 och som tidigare 16st upp-
gifter av typen 8 + (O = 13 men inte behérskar den algebra som man arbetar med senare i skolan.

For den som #r van att 16sa ekvationssystem dr det en rutinuppgift som inte krdver nagon an-
strdngning.

Problemets svarighetsgrad &r ocksa avhingigt av hur ldsaren uppfattar begreppen, i detta fall
addition. Det &r troligt att den, som kan sambandet mellan addition och uppdelning av tal (tal-
kamrater), tolkar och angriper problemet pa ett annat sitt, an den som har en rent dynamisk
uppfattning om addition. Man kan till exempel undersdka alla uppdelningar av 13 som summa
av tva tal. Det finns dndligt méanga och endast en ger differensen 3.

Om man tidigare kommit pa denna strategi, eller fatt den serverad sé &r det en Svningsuppgift
att upprepa proceduren. Som dvningsuppgift kan den fortfarande ha stort vérde eftersom idéer
ocksa behover befistas.

Man skall ocksa vara medveten om att problemet @ndrar karaktdr om eleven kinner till annat dn
de naturliga talen. Det dr da inte givet att det handlar om en uppdelning av talet 13 i tva naturliga
tal.

Den som forsoker 16sa foljande ekvationssystem genom heltalsuppdelning kommer att finna att
det inte dr mojligt. Det krdvs alltsa nagot annat resonemang eller annan teknik.

r + y = 12
r — y = 3

Detta ekvationssystem ér ett genuint problem for den som kan 16sa ekvationer av typen 3 + 2y =
12 men inte tidigare har arbetat med ekvationssystem. Man kan 19sa systemet genom att sjdlv
komma pa att den andra ekvationen ger x = y + 3 vilket kan sittas in i forsta ekvationen. Enkla
kalkyler leder till ekvationen 3 + 2y = 12.

For den som behérskar t.ex. eliminationsmetoden for att 16sa ekvationssystem #r ocksa ovansta-
ende exempel en rutinuppgift som kan 16sas med huvudrikning.

Sammanfattningsvis kan sigas att:
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Rutin-/ovningsuppgifter karakteriseras av: Problem karakteriseras av:
e Viilkéind formulering e Ny formulering som maste tolkas
e Vilkind tolkning e Flera mojliga tolkningar, 6ppen fraga
o Tydligt vad som skall goras o Kirivs eftertanke att inse vad som skall goras

e Huvudsakligen en metod skall anvéndas, Kan krivas en kombination av flera metoder,

denna &r “uppenbar” vilken eller vilka &r oklart.
e Losningen bestar av ett fatal steg e Stor komplexitet, 16sningen 1 flera steg
e Ett enda svar e Flera alternativa svar

Dirmed inte sagt att ett problems karaktidr maste avvika fran 6vningsuppgiftens pa alla dessa
punkter. Tvértom, det ricker med en avvikelse for att tillfora nagot nytt och skapa ett problem av
en Ovningsuppgift. For unga studerande kan detta vara tillrickligt, for mer erfarna bor naturligt-
vis antalet punkter, dir problemet avviker fran att vara en 6vningsuppgift, vara storre.

Denna lista kan behdva utdkas, se den som en start, en grund for en utvecklande diskussion.

1.4 Varfor ir problemlosning viktig?

Matematikens historia visar mycket tydligt att kunskapsbildningen i matematik drivs av att nagon
strdvar efter att 16sa ett problem som ingen annan 16st tidigare eller pa ett sétt som ingen tidi-
gare anvint. Aven forsok som “misslyckats” har haft denna effekt. Nya begrepp har utvecklats,
tidigare okénda samband mellan begrepp har uppdagats.

Ett bra exempel pa detta dr arbetet med Fermats stora sats: Om n &r ett heltal storre &n 2 sa finns
inga heltal z, y, z skilda fran O sa att 2™ + y"™ = 2". Det tog 350 ar fran det att Fermat pastod
att han funnit ett bevis tills nagon matematiker verkligen bevisade satsen.Under dessa 350 ar
skapades oerhort mycket matematik i syfte att forsta problemet pa nytt sitt och att finna ett bevis.
Ett annat exempel pa hur en enkel fraga lett till en oerhord matematisk utveckling finner vi i
den grekiska matematiken. De sokte svar pa den matematiska fraga som ar enklast att formulera
men oftast svarast att besvara: Varfor dr det sa? och lade dédrigenom grunden till den deduktiva
matematiken. Kanske de arbetade i en existerande tradition, det finns tecken pa det, men vi kan
inte veta.

Ett samhilles kunskap 4r summan av individernas kunskaper. Aven om historien behandlar sam-
hillets kunskapsbildning sa kan vi dra slutsatsen att individens kunskapsbildning kan drivas pa
samma sitt da hon, enskilt eller tillsammans med andra, strivar efter att 16sa problem. Problemen
maste da vara vil valda om de skall anvindas som en del av undervisningen i syfte att utveckla
eller fordjupa bestimd kunskap. Aven misslyckade 16sningsforsok kan di ha positiv effekt pa
individens kunskaper men naturligtvis dr det bittre att lyckas. For att sa manga som mgjligt skall
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fa chansen att lyckas maste problemldsningsforméga ses som en vésentlig fardighet alla skall fa
lov att utveckla.

Det kan dessutom vara kul och utmanande att arbeta med problem. Det kan locka fram ett ma-
tematiskt samtal som dr berikande for alla inblandade. Bada dessa affekter @r oerhort viktiga.
Bland det som poingteras i rapporten ”Lusten att 1dra” (Skolverket 2003) finner vi just behovet
av utmaningar och samtal.

Genom att man anvénder sin kunskap i nya situationer fordjupas kunskapen. Man tvingas ana-
lysera de begrepp som anvinds pa ett annat sitt &n om man enbart tillats/uppmanas reproducera
fardiga 16sningsmonster/algoritmer/procedurer. Den som sjidlv genomskadat en metod bér den
med sig pa ett annat sdtt én den som enbart memorerat den. Ddrmed inte sagt att man maste
komma pa alla metoder sjélv. Med vil valda problem kan man lockas till att genomskada idéerna
bakom de kidnda metoderna ocksa.

Genom att arbeta med problemldsning kan beredskapen att ta till sig nya matematiska idéer
okas och nyfikenheten pa matematik bevaras. Genom att fokusera enbart pa raknefardighet kan
matematiken framsta som oerhort trist och andefattig. Att kunna matematik kan tolkas som att
memorera och anvinda regler och metoder som ndagon har hittat pa.

Skolans matematik maste innehalla savél raknetraning som tillimpning (vardagsmatematik) och
sondagsmatematik (probleml&sning och teori).

1.5 Vad kriivs for att utveckla problemlosningsformaga

Jag citerar Frank K Lester:

Elever maste 16sa manga problem for att utveckla god problemlésningsformaga.
Problemlosningsformagan utvecklas langsamt under en lang period.
Elever maste tro pa att deras ldrare tycker problemlosning ér betydelsefull.

De flesta tjinar pa systematisk undervisning i problemlosning.

Jag vill sjédlv framhélla att probleml6sning kréver uthallighet. Eleven maste forsté att man aldrig
kor fast vid problemldsning, man har bara #nnu inte kommit framat.

En slutsats jag drar av citatet ovan #r att probleml6sning skall inga i all matematikundervisning,
fran forskola till universitet.

En annan &r att alla som undervisar i matematik skall ha trédnat upp den egna problemlsnings-
formagan och ha sa stor erfarenhet att de kan locka fram idéer hos sina elever, ta vara pa de
fruktbara och klokt styra at ritt hall da idéerna inte &r sa vél genomtinkta.

Det dr naturligtvis ocksa oerhort viktigt att alla som undervisar i matematik vet hur elevernas
problemldsningsformaga kan utvecklas, hur systematisk undervisning i problemlosning kan ga
till.
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1.6

Nagra problemlésningsstrategier

Det ar alltid vanskligt att forsoka ge goda rad, sa dven i detta fall. Det kommer alltid att finnas
mer att sdga, en lista med strategier kan bli hur lang som helst. Se darfor nedanstaende lista
som en borjan och komplettera sjdlv efterhand med idéer du samlar, under kursens gang och i
framtiden.

1.7

Agna tid 4t att forstd problemet.

Ge dig inte innan du forstatt hela problemformuleringen. Om du inte forstar problemet
sa maste du forst bli klar 6ver vad du inte forstar, ddrefter kan du stka annan nédvéindig
information.

De flesta problem formuleras med relativt komplicerad text. Kan denna text forstas pa mer
dn ett sétt?

Skriv ner dina tankar. Genom ordet fullbordas tanken.

Kan texten §versittas till matematiskt sprak, formler, ekvationer etc. Infor enklare beteck-
ningar for problemingredienserna.

Forsok askadliggor problemet.

En bild kan ibland goéra det enklare att tala och tinka om problemet. Ibland dr 16sningen
uppenbar da du illustrerat problemet klokt.

Har du moétt nagot liknande problem tidigare?

Du kanske tidigare har 19st ett specialfall och stélls nu infor en generell formulering?

Forsok forenkla problemet.

Kanske ett specialfall dr enklare och 16sningen i specialfallet kan ge idéer till den sokta
l6sningen.

Utga fran malet.

En tidnkt 16sning kan ge dig idéer om vilka egenskaper 16sningen har och dirigenom ge
idéer till hur 16sningen skall upptickas.

Nagra aritmetiska problem.

Jag ger inga svar till problemen. I vissa fall dr svaret hela 16sningen och kan naturligtvis inte ges.
I andra fall kan ett givet svar foridndra problemets natur. For att illustrera detta ger jag ett problem
fran Ndmnarens Kdngurutivling 2002, klassen Ecolier (ak 3-4).

19.

Jannes mamma bakar pepparkakshjirtan. Nér hon tagit ut sa manga hjiartan som mojligt
blir det deg 6ver som hon kavlar ut igen. Om hon tar ut fyra hjértan blir det deg over till ett
hjérta till. Efter forsta kavlingen tar hon ut sexton hjirtan.

Hur manga hjartan kan hon géra sammanlagt?
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Utan svar &r detta ett relativt oppet problem, man kan ténka sig en del olika idéer om hur baket
gar till. Det kanske blir mindre spill, relativt sett, om man har en stor deg kvar &n om man har
lite? Manga tankar kan komma till tals.

Om man ger svarsalternativ sa kan vissa sadana tankar 6verleva men inte alla. I tdvlingen ges
alternativen 5, 9, 17, 21 och 24. Hir finns en viss Oppenhet kvar men ganska snabbt kan vissa
alternativ uteslutas och det &dr ldtt att argumentera for resonemanget: Det blir fyra ganger sa
mycket deg kvar da man gor sexton hjartan eftersom detta leder till ett av alternativen.

Ger man ett enda svar sa indikerar det att det finns ett enda ritt sétt att resonera.

Da du arbetar med nedanstaende problem bor du ha kursens syfte i tankarna. Malet ar att du
skall utveckla din problemldsningsforméga och att du skall se vilka komponenter, tankar och
idéer som gor att du lyckas. Ga igenom listan &ver strategier och se hur de olika kommer in och
samspelar. Forsok finna flera 16sningar. Du kan forsdka 19sa problemen sjilv forst. Ofta &r det
enklare att vara fler som samarbetar men det ar sidllan meningsfullt att vara fler én fyra, hogst
fem, i en problemldsningsgrupp.

Ténk pa att det viktigaste dr inte sjédlva svaret, det dr inte ens 16sningen som leder till svaret utan
vigen fram till att finna en 16sning som leder till svaret.

Skriv darfor ner alla era idéer, bade de som inte ledde till 16sning och de som var lyckosamma.
Pa vilka sitt har ni utnyttjat de olika stragierna som ges i listan? Har ni utnyttjat nagan annan
idé som kanske borde finnas i listan? Forsok hitta sa manga 16sningsviagar som mojligt. Skriv
ocksa ner vad ni anser ni ldrt er av att 16sa problemet i fraga. Skriv slutligen ner era tankar om
hur era och 6vriga gruppers samlade 16sningar och reflektioner kan utnyttjas for att astadkomma
en systematisk undervisning om problemldsning i denna kurs.

(I vissa av problemen hénvisas till Sifferdjdvulen av Hans Magnus Enzensberger. Denna viinder
sig till barn men kan med behallning ldsas av vuxna ocksa. I boken behandlas matematik pa ett
lekfullt och respektlost sitt. Boken ér full av matematiska pastaenden, nagra av dessa behandlas
i problemen. All information som behdvs for att forsta och 16sa problemen finns i problemfor-
muleringen.)

1. Du ska mita upp 6 liter vatten i en spann som rymmer 9 liter. Till din hjdlp har du en
4 liters-spann. Ingen av spannarna ar graderad. Beskriv hur du ska ga tillvdga. Det finns
obegrinsad tillgang med vatten.

Vilka kalkyler ligger bakom din 16sning? Hur kan problemet varieras? Kan man t.ex. mita
upp andra volymer eller dr det nagot speciellt med 6 liter? Vilken matematik kan man lira
sig av problemet?

2. Om man tar talet 555 och subtraherar det med talets siffersumma blir resultatet 555 - 15 =
540. Testar man istillet talet 47 blir resultat 47 - 11 = 36. Bada resultaten finns i nians tabell.
Ar det en tillfillighet eller blir alltid resultatet ett tal i nians tabell, nir man subtraherar ett
positivt heltal med dess siffersumma?

3. I en klass (ak 1) sitter barnen och arbetar med matematik. De arbetar med grundlidggande
taluppfattning. Nagra haller pa med talomradet 10 - 20 och har fatt som uppgift att dels



Problem och probleml6sning sid. 7

lagga eller rita alla 14 -kamraterna, dels att skriva upp alla motsvarande additioner. Lisa,
som #r riktigt duktig i matte, har genomskadat systemet for 1ange sedan. Hon skriver snabbt
0+14=14,1+13 =14, --- 6 + 8 = 14, 7+ 7 = 14 och slutar dir eftersom hon vet
att additionen dr kommutativ. Uppgiften &r alldeles for enkel for henne och darfor trakig.
Hon séger ”Nu multiplicerar jag alla kamraterna istéllet”. Hon skriver 0% 14 = 0, 1x13 =
13, -+ 6%x8 = 48, 7+ 7 = 49. ”Sa lustigt” , sdger hon sedan, ”produkterna blir storre
och storre”. Sedan berdknar hon differenser for produkterna 13 — 0, 24 — 13 o.s.v. och ser
nagot annat hon finner markligt. ”Froken, titta hér! Blir det alltid sa?”

Undersok de fenomen Lisa observerade och finn forklaringar. Hur kan man forklara for
Lisa?

.Manseratt1+x1 =1, 1111 = 121,111 x 111 = 12321 och 1111 % 1111 = 1234321.1
Sifferdjivulen pastas detta monster fortsitta. Ar det sant? Hur 18ngt i s fall? Vilka moti-
veringar kan du ge?

. Med tre bollar kan man bilda en triangel, genom att forst 1agga tva bollar sa de tangerar
varandra och sedan den tredje sa att den tangerar de tva forsta. Man kan sedan utéka denna
till en storre triangel med en tredje rad som innehaller tre bollar. Darefter med en rad som
innehaller fyra bollar, o.s.v. Om vi tidnker oss att en ensam boll representerar en liksidig
triangel sa har vi fatt trianglar av vixande storlek med en, tva, tre eller fyra bollar i basen.
Vi kan fortsitta triangelbygget “obegrédnsat” med fem, sex, --- bollar 1 basen. Antalet
bollar i dessa trianglar ér 1, 3, 6, 10, --- o.s.v. Dessa tal kallar vi triangeltal eller med
Sifferdjavulens sprak (s.93) trekantiga tal. Det forsta triangeltalet &r alltsd 1, det andra &r
3, det tredje 6, det fjarde 10 o.s.v.

Beskriv hur dessa tal riknas ut med addition. Ge olika beskrivningar som tar hénsyn till
olika ldasares matematiska kunnande.

Ar 4656 ett triangeltal? Vilket i sa fall?

Forsok finna en enkel “formel” for berdkning av det n:te triangeltalet.

. En”barnkammarleksak” bestar av ett antal cirkuldra plattor med olika diametrar: 3,5,7,9,11,
13 .-+ 21 em. Vid lekens borjan ligger alla plattorna 1 en stapel med den storsta plattan
underst och sedan i avtagande storlek. Leken gar nu ut pa att flytta alla plattorna sa att de
ligger i samma ordning pa annan plats genom att flytta dem en och en. Under flyttningen
far man aldrig ha fler @n tre hogar och aldrig ldgga en storre platta pa en mindre. Man far
flytta en platta tillbaka till en plats dér den legat tidigare.

For att underlitta kan man ha hal i centrum av plattorna och en brida med tre stavar som
fungerar som stdd for hogarna.

Hur skall man gora for att anvénda sa fa flyttningar som mdjligt? Hur manga flyttningar
anviander man da? Hur blir det om man har 100 plattor? Kan du sédga nagot generellt?

. Utga fran en kvadrat. Dela in denna i mindre kvadrater, alla exakt lika stora. Antalet sma-
kvadrater kallas for ett kvadrattal. I Sifferdjdvulen kallas de fyrkantiga tal och &r antalet
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10.

11.

iskuber 1 en kvadrat. De fem forsta kvadrattalen &r 1, 4, 9, 16, och 25. I Sifferdjdvulen
pastas att summan av tva pa varandra foljande triangeltal alltid &r ett kvadrattal. Vi ser
t.ex. att 6+10=16 som ir ett kvadrattal. Ar det alltid sa? Varfor det i sa fall? Vilka olika
motiveringar kan du ge?

. Pa en cirkels periferi markeras ett antal olika punkter. Sedan forbinds alla dessa punkter

med varandra med rita linjer. Hur manga linjer blir det? Hur varierar antalet linjer med
antalet punkter pé periferin?

Vissa av linjerna skir varandra, andra inte. Beroende pa punkternas placering pa periferin
kommer antalet skdrningspunkter att variera. Hur méanga skérningspunkter kan det bli som
mest om man inte rdknar de som ligger pa periferin? Hur varierar antalet skdrningspunkter
med antalet punkter pa periferin?

Linjerna delar in cirkelskivan i omraden som inte genomkorsas av ndgon linje.Har man
tva punkter blir det en enda linje. Denna delar in cirkelskivan i tva omraden. Tre punkter
ger tre linjer och fyra omraden. Hur varierar det maximala antalet omraden med antalet
punkter?

. En magisk 3 x 3-kvadrat bestar av ett kvadratiskt rutmonster med nio rutor. I detta rutmons-

ter skrivs talen 1, 2, 3, - - -, 9 in pa ett sadant sitt att summorna av talen i varje horisontell
eller vertikal rad och varje diagonal 4r samma. Konstruera en magisk 3 x 3-kvadrat. Un-
dersok om det finns flera mojligheter. Ar det mojligt att konstruera magiska kvadrater med
andratal dn 1, 2, 3, - - -, 9? Gor det 1 s4 fall.

Hir &r borjan till en magisk 4 x 4-kvadrat med talen 1, 2, 3, - -+ 16:

S S0
Gl . S o
= o o
—

T O N QL

Med denna start kan en mycket magisk kvadrat konstrueras, man kan férdela de aterstaende
talen s att inte bara summorna av talen i de horisontella och vertikala raderna och de tva
horn-till-horn diagonalerna &r lika utan ocksa i de andra sex “diagonalerna” som b + g +
16+ jellerb+e+ 16 + 4.

Komplettera kvadraten.

Rita sedan en 8 x 8-kvadrat och skriv in 4 x 4-kvadraten fyra ganger. Vilj ut, helt slump-
méssigt, en 4 x 4-kvadrat i 8 x 8-kvadraten. Du har nu en magisk kvadrat. Varfor dr det
sa?

Konstruera annan/andra symmetrisk(a) “magisk(a)” figur(er), t.ex. en annan 4 x 4-kvadrat
eller nagra som du skulle kunna anvénda i undervisningen. Figurerna behover inte leda till
svara problem utan kan vara relativt enkla men dér systematiskt arbete dr 16nande. Vad vill
du eleverna skall ldra av att 16sa ditt problem?
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12.

13.

14.

15.

En potatishandlare har en balansvag och fyra olika vikter. Han pastar att han med dessa
vikter direkt kan viga upp potatissickar som innehaller allt fran ett till fyrtio kilo (bara
hela kilo). Han skapar alltsa inte nya vikter med hjdlp av de fyra. Vilka vikter har han?

Fibonaccitalen, F'(n), (bonatscital enligt Sifferdjavulen ) definieras av att det forsta F'(1) =
1, det andra F'(2) = 1, det tredje F'(3) = F(1) + F(2) = 1+ 1 = 2, det fjirde F'(4) =
F(2)+ F(3) =1+ 2 = 3, det femte F(5) = 2+ 3 = 5. Sedan foljer 3+5=8, 5+8=13
osv. Allmént giller alltsé att F'(n) = F(n — 2) + F(n — 1). Rékna forst ut ett tiotal
fibonaccital och berikna sedan summan av de tre, fyra, fem, forsta fibonaccitalen. Ser du
nagot samband? Beridkna annars summan av de sex, sju, osv forsta talen. Da du funnit ett
samband forsok avgdra om det dr allméngiltigt.

Berikna (F'(n))%+ (F(n+1))? for nagra olika virden pa n. Du bor fa ett nytt fibonaccital.
Vilket? Giller detta alltid? Forklara i sa fall varfor?

Tre broder, 1at oss kalla dem Anshi, Biao och Chao, brukade en gard i niarheten av Yang-
zifloden. De odlade ris som de salde pd marknaderna i nirheten. For inkomsten pa riset
skulle de betala skatt till kejsaren Yuan Di. En av kejsarens skatteindrivare besokte bro-
derna och dessa redogjorde for sin risforsiljning. De hidvdade att arets overskott varit 804
catty (det gamla kinesiska viktmattet catty motsvarar ca 600 gram). Detta verskott hade
de delat i tre lika delar och var for sig tagit med sig till olika marknader. Detta hiinde, som
alla forstatt omkring ar 320 och alltsé langt fore SIS och DIN och ISO 9000. Vid de olika
marknaderna anvindes olika enheter vid rishandel. Dar Anshi salde var risenheten 3 catty,
5 catty dér Biao salde och 7 catty pa Chaos marknad. Pa grund av att de maste silja hela
risenheter hade de alla lite med hem efter forséljningen. Anshi hade 2 catty, Biao hade 3
och Chao hade 2 catty kvar. Dessa 7 catty salde de i hembyn vilket grannarna intygade.

Den i aritmetik vél bevandrade tjinstemannen plockade en liten stund med sina riknestavar
och utropade Ni ljuger! Ni har salt 1014 catty.

Broderna blev bestorta eftersom tjanstemannen hade ritt. Hans kunskaper maste vara ma-
giska! De erkdnde omedelbart men kunde aldrig forsta hur de blev avslojade.

Denna historia ér givetvis sann och himtad ur en kinesisk larobok fran 300-talet, naturligt-
vis inte ordagrannt. Din uppgift dr att forklara hur tjinstemannen kunde veta att broderna
1j6g och hur han kom fram till 1014 catty.
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2 De naturliga talens aritmetik

2.1 Syfte

Syftet med detta inslag i kursen &r att du skall ldra dig mer om de naturliga talens aritmetik. Du
skall arbeta med olika samband som géller vid rikning med naturliga tal. Du skall se att vissa
av dem &r mer grundldggande och sjdlvklara &n andra, dessa kallas hér ridknelagar. Andra sam-
band kan motiveras med de mest grundldggande, denna typ av samband kallas hir rdkneregler.
Du skall ocksa lidra dig att ge olika typer av argument for att riknelagarna/reglerna géller. Du
skall dven se samspelet mellan aritmetik och algebra, hur algebraisering kan leda till djupare
forstaelse av aritmetiken och samtidigt hur forstéelse for aritmetiken ldgger grunden for en for-
staclse av de algebraiska idéerna. Léngre fram skall du se hur man, om man utgér endast fran
de naturliga talen, kan ”bygga upp” heltalen, de rationella talen och de reella talen pa ett ganska
strikt matematiskt sdtt. Da ar just forstaelsen for riknelagarna och algebraiseringen avgdrande
for resonemangen.

2.2 Inledning och historisk aterblick

Som framhallits under introduktionen till denna inriktning (under TVAR-kursen LAU150) har
minniskans stridvan att gora det omgjliga mojligt varit grunden till utveckling av nya idéer.

Da vi ser tillbaka pa forna hogkulturer finner vi att de redan tidigt utvecklade beteckningar for
savil naturliga tal som rationella tal. Babylonierna kunde med sin kilskrift och sitt hexadecimala
talsystem, som utvecklades redan pa 3000-talet fvt., framstélla tal sasom %, ﬁ mm. Jag har
inte for avsikt att ga in pa detta nu.

Grekerna dgnade stor moda at att undersoka vilka tal, eller snarare forhallanden mellan strackors
langder, som var mgjliga att konstruera med passare och ograderad linjal (detta behandlas senare
i geometrikursen). Man kan utan svarighet konstruera en stricka vars lingd dr en (hel) multipel
av en given stracka sa &r alla naturliga tal konstruerbara. Vi kan ocksa dela en stricka i ett
godtyckligt antal lika delar (jmfr en av dvningarna i geometrikursen). Séledes r alla rationella
tal > konstruerbara.

Ocksa en del andra lédngder ér konstruerbara, tex y/n om n #r ett naturligt tal (anm. /n &r det
positiva tal som uppfyller att \/n x \/n = n) . Att \/n &r konstruerbart kan inses pa foljande
sétt: Konstruera forst en kvadrat med sida 1, diagonalen i denna har sidan V/2. Konstruera sedan
en rektangel med sidorna 1 och /2. Diagonalen i denna har lingden /3. Konstruera direfter
en rektangel med sidorna 1 och /3. Diagonalen i denna har lingden v/4. Denna procedur kan
upprepas igen och igen. Vi ser dé att alla kvadratrotter y/n kan konstrueras.

Det finns andra lingder som inte #r konstruerbara, t.ex. v/2 som ir det positiva tal som uppfyller
att (\3/5)3 = 2. Det tog lang tid innan matematiker bevisat att /2 inte dr konstruerbart, det #r
med andra ord omdjligt att konstruera en kub med volymen 2. Att det dr pa det viset beror kort
sagt pa att den polynomekvation av ligst grad som har 15sningen /2 ir 2° — 2 = 0. Det finns
ingen andragradsekvation med heltalskoefficienter som har 1sningen /2. Konstruerbara tal dr
alltid 16sningar till andragradsekvationer dir koefficienterna dr andra konstruerbara tal.
Pythagoreernas tankar om tal (500-talet fvt.) byggde pa idén att alla storheter var jamforbara.
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Hade man tva strickor, AB och C'D fanns det alltid en tredje, E'F', som var sadan att de andra
tva var multipler av denna, |AB| = k|EF| och |CD| = n|EF|. Forhallandet mellan de tva stor-
heterna, |[AB| : |C'D| var alltsa enligt pythagoreerna alltid rationellt £ : n. Det var naturligtvis
uppskakande da en av dem (enligt myten) upptickte och bevisade att férhallandet mellan dia-
gonalen i en kvadrat och dess sida inte dr rationellt. Under 400-talet fvt. visade Theodoros fran
Kyrene att inte bara V/2 utan ocksé v/3, V5, V6, V7 v/8 V10 V11 v/12 /13 v/14 /15 och
V17 #r irrationella.

Man kan ge naturligtvis ange rationella tal vars kvadrat &r mycket nira 2, men det finns inget vars

kvadrat &r exakt 2. Babylonierna anvénde (ca 1500 fvt.) ndrmevirdet v/2 & 1+ 28 4 2L 10

Med vért skrivsiitt: v/2 ~ 33T ~ 1.4142130. Numera kan vi ldtt bestimma ett mycket stort antal

(miljontals) korrekta decimaler och vet att /2 ~~ 1.4142136

Man skulle kunna siga att \/2 inte fanns som ett tal for pythagoreerna éven om de kunde kon-
struera en striicka vars lingd var v/2. Lite senare forindrades synen pa tal s att #ven v/2 kunde
accepteras. Runt 130 (evt) gav Theon fran Smyrna en metod for beridkning av /2. Med hans me-
tod kunde man erhalla hur bra narmevérde som helst. Metoden &r enkel och genial. Den anvinds
fortfarande for att 16sa ekvationer.

Forst 6ver tvatusen ar senare lyckades man utvidga talbegreppet och infora de reella talen pa ett
formellt acceptabelt sitt. Numera tinker vi ju pa /2 som ett odindligt decimalbrdk. Detta ir allt
annat @n oproblematiskt: Vad menar man egentligen med detta? Vilken &r den triljonte decimalen
iv/2?

En annan friga av samma typ ir: Ar det skillnad pé 0.5 och 0.499999999999 - - - ? (Symbolen - - -
betyder att raden nior skall fortsitta i odndlighet”.)

Indierna utvecklade det babyloniska positionssystemet, de inférde basen 10 och en sérskild sym-
bol for talet 0. Det var ocksa de som inforde negativa tal. Det finns dokumenterat sedan 1000-talet
att negativa tal anvindes i ekonomiska sammanhang for att representera skulder.

Indiernas upptickter/uppfinningar Gvertogs av araberna och sd smaningom av de europeiska ma-
tematikerna. De italienska matematikerna Tartaglia och Cardano anvinde negativa tal for att 16sa
ekvationer kring 1540 men det det drojde ytterligare ett par hundra ar innan acceptansen var
utbredd.

Man kan naturligtvis bara spekulera om orsaken till att det tog tid innan europeerna accepterade
de negativa talen helt. En mojlig forklaring &r att de fyra ridknesitten, som &r “’sjédlvklara” for de
naturliga talen, inte kan forklaras lika enkelt da det géller negativa tal.

Nagot forvanande kanske att de negativa talen och de komplexa (som inkluderar talet ¢ vars
kvadrat dr —1) accepterades ungefir samtidigt. En mycket trolig forklaring &r att acceptansen
héingde samman med algebrans utveckling. Det kan ocksé bidragit att uppfattningen om ma-
tematik i allménhet och tal i synnerhet blev mer filosofisk. Ett sitt att téinka dr: Matematiska
begrepp uppfinns, de upptécks inte.

Da vi numera introducerar de negativa heltalen (i skolan) sa motiverar vi detta gdrna med att det
finns ett behov av dem. Behovet kan vara att vi behdver kunna ange temperaturer under vattnets
fryspunkt. Pa sitt och vis dr detta behov konstlat. Vi skulle kunna byta temperaturskala till Kelvin
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i stdllet for °C'. I den skalan &r alla temperaturer positiva da ju 0 K motsvarar att inget ror sig.
Det vore nog trots allt ett opraktiskt byte, vanans makt &r stor.

Temperaturmétning vixte fram fréan slutet av 1500-talet (Galilei) och fullbordades” under 1700-
talets forsta hilft av Celsius som inférde en 100-gradig skala for vattentemperaturer och Linné
som insag att det var mest praktiskt att is hade temperaturen O och anga temperaturen 100 i
stillet for tvért om. Da hade man redan de negativa talen att tillga och kunde fran bérjan tala om
temperaturer under O.

Om temperaturmitning eller annan mitning vore den enda tillimpningen av negativa tal skulle
vi inte ha behov av att kunna rikna med dem i nagon storre utstrackning. Vi hade i stort sett
klarat oss med differenser: om det dr 15°C' pa dagen och —5°C pa natten sa dr temperatur-
skillnaden 20°C' och med addition eller subtraktion med positiva tal: nattemperaturen var —5°C
men temperaturen steg under dagen med 15°C till 10°C' eller dagtemperaturen var 15°C men
temperaturen foll under natten med 20°C till —5°C.

Historiskt sett dr bokforing av tillgangar och skulder den naturliga starten for de negativa talen.
Detta motiverar ocksa att man adderar och subtraherar bade positiva och negativa tal.

Dessa exempel ger striangt taget inte nagon klar anledning att man skall kunna multiplicera och
dividera negativa tal. Inte heller ger det nagra tankar som belyser frasen “minus minus dr plus”.
Den matematiska utvecklingen kom i samband med ekvationsldsning: ekvationen x*>+3z—4 = (
har en positiv losning © = 1 och en negativ lisning x = —4. For att kunna kontrollera och forsta
att —4 #r en 16sning maste vi kunna multiplicera negativa tal med varandra och med positiva tal.
Vi maste ocksa kunna addera och subtrahera negativa och positiva tal, vi maste kunna konstatera
att (—4)? + 3% (—4) —4 = 0.

2.3 Talsystemet

Ett visentligt begrepp inom matematiken &r méngd. Vi skall inte g& narmare in pa begreppet utan
nojer oss med en intuitiv och oprecis uppfattning. Den grundldggande idén &r att vi, pa en gang,
vill kunna tala om alla objekt av en viss typ.

Vi har t.ex. de naturliga talen — 0, 1,2, 3,4, 5, --- De tre punkterna - - - star for att raden av
tal fortsitter pa ett vélként sétt och utan slut. Det finns inget storsta naturligt tal, vi kan inte ge en
lista som innehaller alla. Tillsammans utgor alla dessa tal méngden av alla naturliga tal. Denna
mingd betecknas ofta NV och vi skriver N = {0,1,2,3,4,5,-- - }.

Mingden N ir en del av de hela talen — 0, 1,-1,2,-2,3,-3,--- Denna mingd betecknas ofta
Z. De hela talen &r i sin tur en del av de rationella talen, (), alla brak % dir m och n ir heltal
och m # 0.

Denna mingd é&r i sin tur en del av de reella talen, R, som &r en del av de komplexa talen, C.
Da vi bygger upp talsystemet gar vi ofta fran de naturliga talen till heltalen. Darefter till de ratio-
nella talen, de reella talen och slutligen de komplexa talen. Trots att den historiska utvecklingen
som ndmnts ovan tagit en nagot annan viag. De positiva rationella talen kom fére de negativa
talen.

Ur matematiska synvinkel spelar det ingen roll om man behandlar positiva rationella tal fore
negativa heltal. Forstar man hur negativa heltal kan inféras med de naturliga talen som utgangs-
punkt sa dr det relativt problemfritt att gora motsvarande om man utgar fran de positiva rationella
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talen istéllet.

2.4 En liten introduktion till algebra

Som n@mnts ovan var algebrans utveckling en av de troliga orsakerna till att motstandet mot
negativa tal slutligen forsvann. Skélet till detta &r att algebran ger oss mgjlighet att undersoka
egenskaper hos de olika talméngderna. Denna understkning kan dvertyga oss om att det 4r moj-
ligt att utoka var arsenal av tal utan att det leder till ndgon motsittning. Det vore ju faktiskt en
katastrof om vi anvinder oss av tal och ridkneregler som sa smaningom visar sig leda till att 0 = 1.
Nu vet vi, tack vare algebran, att vare sig de negativa talen eller de reella eller de komplexa talen
leder till nagon sadan motséttning.

Manga har kanske ett minne av skolans algebraverksamhet som ett mer eller mindre obegripligt,
kanske ocksa ointressant, manipulerande med bokstéver enligt ett antal rituella monster som man
var tvungen att memorera som mantra. Det #r inte den verksamheten vi skall ateruppta har.

De rituella ménster och procedurer man anvinder vid “bokstavsrikning” dr konsekvenser av all-
mingiltiga och 1 vissa fall sjdlvklara rdkneregler for rakning med tal. Om man tvingats memorera
procedurerna som mantra beror detta troligen pa att riaknereglerna tidigare varit osynliga. Vi skall
hir utnyttja algebra for att gora reglerna synliga men ocksa for att argumentera for att de mindre
sjdlvklara reglerna faktiskt ocksa #r korrekta.

Hur kommer algebra in i var forstaelse av talens vérld?

2.4.1 Kommutativa lagen vid addition av naturliga tal

Lat oss, som exempel, se pa, en for alla vilkind och oomtvistad egenskap hos de naturliga talen,
kommutativiteten.

Vi vet att om vi har tre dpplen och far tva till, s har vi lika ménga, som den som fran borjan
har tva dpplen och som far tre till. Vi vet ocksa att fem karameller kan delas upp i tva pasar med
tva karameller i denena och tre i den andra. Det finns ingen riktning i denna uppdelning, den kan
tecknas 5 = 2 4 3 eller 5 = 3 + 2. Vi vet intuitivt och av erfarenhet att 3 + 2 = 2 + 3. Detta kan
uttryckas som att additionen av talen 2 och 3 dr kommutativ. Vi vet naturligtvis ocksa att talen
2 och 3 i detta sammanhang enbart tjdnar som exempel, vi kan ersitta dem med vilka andra tal
som helst.

Hur kan vi, utan exemplifiering (2 och 3 ovan) och generalisering (ersitta med andra tal) fran
detta, uttrycka att kommutativitet dr en generell egenskap hos addition av naturliga tal?

Hiar kommer algebran in. Ténk pa att 2 och 3 dr symboler for specifika naturliga tal. Da vi
generaliserar och séger att 2 och 3 kan erséttas med vilka andra naturliga tal som helst sa sidger
vi med andra ord att oavsett vilka talsymboler vi skriver in istéllet for 2 och 3 sa giller likheten
(samma summa oavsett ordning).

Om vi hdr ldmnar vart sétt att skriva tal sa kan vi istéllet 1ata helt andra symboler, t.ex ¢ och <,
representera godtyckliga naturliga tal. Da kan kommutativiteten uttryckas med ¢ + <1 = < + ©.
Vi kan saledes formulera en allméngiltig rdknelag.
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Kommutativa lagen: For alla naturliga tal © och < giller det att ¢ + <1 = < + ©.

Tyvirr dr ovanstaende mening svarldst, symbolerna som anvéinds har inga naturliga namn. Har
krdvs en ordlista, t.ex ¢ = diamant och < = vénsterriktningspil.

Ordlistan gor att vi kan ldsa ut meningen men innebdrden forsvinner troligen i symbolernas
namn. An virre blir det om vi behdver anvinda fler symboler.

For att undvika denna typ av komplikation haller vi oss till vilkédnda symboler som har korta
namn, bokstéverna. Det dr onekligen enklare att utldsa foljande:

Kommutativa lagen: For alla naturliga tal a och b géller det att a + b = b + a.

Vi maste emellertid vara medvetna om att hir skapas en ny komplikation, bokstdverna har en
egen innebord men ges nu en ny. Dessutom anvinds bada innebérderna samtidigt eftersom vi
ocksa anvinder det skrivna spraket. Fordelarna dr dock langt storre @n nackdelarna, darfor har
”bokstavsriakning” blivit en del av matematikens sprak.

Varfor skall man intressera sig for en sa sjélvklar regel? Ett skl dr att det finns situationer (som
inte handlar om rikning med tal) da regeln inte géller. Ett annat, i detta sammanhang langt vik-
tigare, dr att regeln tillsammans med alla andra dr visentlig da vi skall forsta oss pa negativa
tal.

2.4.2 Etticke-kommutativt exempel

Lat oss, bara for tydlighetens skull, arbeta lite med just en sadan situation, en dir kommutativa
lagen inte giller.

Ténk dig ett trdpussel med en enda pusselbit, en liksidig
triangel. Denna skall passas in i ett motsvarande hal i en
traram. Pa triangeln dr hornen markerade med bokstdverna
A, B och C. Vid hélets horn star siffrorna 1,2 och 3. Pa
triangelns ovansida sitter en liten knopp som man kan lyfta
den i. Trianglen kan alltsa inte liggas med undersidan upp
utan kan passas in i hélet pa tre sitt.

Om trianglen ligger i halet sé kan vi utfora tre olika proce-
durer:

1. Lyft upp triangeln och ldgg tillbaka den lika dant.
2. Lyft upp, vrid 120° moturs, ldgg tillbaka.
3. Lyft upp, vrid 120° medurs, ligg tillbaka.

Dessa tre procedurer betecknarvi o, O, O.
Vad hinder nu om vi utfor tva procedurer eftervarandra? T.ex. om vi forst vrider moturs och
sedan medurs? Eller tva ganger moturs?
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Vi ser att om vi forst vrider moturs och sedan medurs s ér slutresultatet samma som om vi endast
lyfter och ldgger ner triangeln pa samma sétt som den 1dg. Om vi vrider tva ganger moturs sa
astadkommer vi samma som med en medursvridning.

Vi infor en ny beteckning och later  sta for att sétta samman procedurer. Sa betyder t.ex O * O
att vi forst vrider moturs och sedan medurs. Vi ldser som vanligt fran vénster till hoger O utfors
forst, dérefter utfors O. Uppenbarligen giller O * O= e

Pa detta sitt har vi infort tre objekt, procedurerna o, O och O och en kompositionsregel * for
dessa objekt. Vi kan redovisa kompositionsregeln i en kompositionstabell.

* ° O O x| e OO
o | oxe=9 | ¢x0O=0 | e+0=0 eller mer kompakt: il I NSRS
O Oxe=0 | 0+0=0 | O*xO=e PEE T ETE O | o
D Oxe=00+0=0]|0*x0=0 OO e |0

I den andra tabellen redovisas endast resultaten av kompositionen. Jamfor detta med additions-
eller multiplikationstabellerna:

+(0 1|2 x| 11213
0[{0|1]2 . 111123
11373 respektive > T3 T416
212134 313(6(9

Vi tar nu bort knoppen pa triangeln sa att den ocksa kan viandas med undersidan upp. Vi ténker
oss ocksa att dessa bada sidor #r identiska, det horn som pa ovansidan dr markerat A dr ocksa pa
undersidan markerat med A. Motsvarande giller for de andra hornen. Nu kan vi tillata ytterligare
tre procedurer:

4. Vind triangeln sa att det 6vre hornet ligger still.
5. Vind triangeln sa att det hdgra nedre hornet ligger still.
6. Vind triangeln sa att det vénstra nedre hornet ligger still.

Dessa tre betecknar vi i ordning |, \_respektive . Om vi tdnker oss att triangeln roteras med
en viss axel som rotationsaxel sa visar respektive pils riktning vilken rotationsaxel som asyftas.

Vi kan nu utdka kompositionstabellen ovan.

O IN|A
O

O

e C|IG|G

C|Gle|e

N C Gl o *

Vissa rutor &r létt att fylla i, andra krdver mer eftertanke och kanske konkret material i form
av papperstriangel eller liknande. Nedan ges den ifyllda tabellen eftersom den behdvs for den
fortsatta diskussionen. Lasaren bor naturligtvis sjdlv producera tabellen ocksa.



De naturliga talens aritmetik sid. 16

x e | OO |l |IN|
o o OO |IN|
ololole | 1[N
olole o [N][/TY
LIV IN][ S ] e OO
NINT AL ]O] o] O
IV IN][O]O ] e

Ur tabellen kan vi utldsa att t.ex. | * O ="_ochatt® * | = "

Ordningen, i vilken procedurerna utfors, har betydelse. Den kommutativa lagen gdller inte.

Sammanfattningsvis har vi hir bestdmt en méngd med sex element (objekt), de sex procedurerna.
Lét oss kalla den méngden G. Vi har alltsd att G = { e O O | \_ " }. I denna méngd har vi
ocksa definierat en kompositionsregel * som uppfyller att till varje par av element i G ordnas ett
bestédmt element i G. Vi har ocksa konstaterat att kommutativa lagen inte géller i G med denna
kompositionsregel.

Ovning 1: Tillverka en pappersmodell av ”pusslet”. Skriv upp hornens positioner efter det pro-
cedurerna genomforts om utgangsléget fore varje procedur dr A vid 1, B vid 2 och C vid 3. Utfor
sedan tva procedurer i f6ljd och jamfor slutldget med det du fick for de enskilda procedurerna. Pa
deet viset kan du sjédlv fylla i kompositionstabellen och kontrollera huruvida den som ges ovan
ar korrekt. U

Ovning 2: Byt ut triangeln mot t.ex. en kvadrat och bestim de olika procedurer som leder till
olika position for kvadratens horn. Gr en kompositionstabell for denna O

2.5 Riknelagar och rikneregler for addition av naturliga tal

Vissa av de generella sambanden for addition av naturliga tal &r sa viktiga och grundléggande
att de kallas riknelagar och ges speciella namn. Andra generella samband kan sedan ses som
konsekvenser av lagarna. Dessa samband kallas hiir ridkneregler. Valet av lagar kan tyckas lite
slumpartat men principen #r att de skall vara enkla att forstd, giltigheten skall vara “uppenbar”
eller atminstone inte krdva omfattande argument.

Riknelagarna, de viktigaste sambanden, som giller for alla naturliga tal a, b och ¢ vid addition
ar:

0. a + b ar ett vilbestimt naturligt tal.
1. 04+ a = a (0 &r neutralt element for addition)
2. a+ b= b+ a (kommutativa lagen)

3. (+b)+c=a+ (b+c) (associativa lagen)
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4. a+c=0b+ c= a =10 (annulleringslagen)

Den forsta raknelagen, som séger att a + b dr ett vélbestdmt naturligt tal, innebér att t.ex 2 + 3
alltid 4r samma tal — det &r alltid 5. Ett annat sitt att uttrycka detta &r att kompositionsregeln +
till varje par av naturliga tal ordnar ett naturligt tal.

En mojlig tolkning av annulleringslagen ges i foljande riaknesaga: Jag har tva pdsar med ka-
rameller, jag vet inte om det dr lika eller olika antal karameller i de tva pasarna. Sedan ldgger
jag i ytterligare ett antal karameller i bada pasarna, lika mdanga i bada. Da jag sedan riknar
karamellerna finner jag att det dr samma antal i dem. Da vet jag att det var samma antal fran
borjan.

Genom att tolka ett samband med en riknesaga kan man gora sambandet troligt. Lésaren kan
Overtyga sig om att den slutsats man kan dra av sambandet 4r samma som den man drar i en viss
praktisk rdknesituation. Att ddrav dra slutsatsen att sambandet verkligen &r allméngiltigt kan vara
forhastat. For att bevisa att raknelagarna ovan giller, krdvs i allménhet argument som utgar fran
talens egenskaper. Dessa resonemang ligger bortom malen for denna kurs.

Ett annat sitt att tdinka om annulleringslagen &r att om vi gor tva olika uppdelningar av en viss
méngd och finner att tva av delarna i de tva uppdelningarna har samma antal element sa giller
det ocksa for de tva andra delarna. Detta leder till en alternativ formulering av annulleringslagen:

4. Ekvationen a + z = b har hogst en 16sning.

Ovning 3: Jamfor med triangelexemplet ovan. Vi vet di att lag 2, den kommutativa lagen, inte
giller. Undersok om de 0vriga lagarna géller. U

En annan viktigt egenskap hos de naturliga talen &r att de alla erhélls genom att man succesivt
upprepat adderar 1 till det man har. Vi utgar fran 0 och adderar 1 gang pa gang, 0+1 =1, 1+1 =
2, 2+ 1 =23, 3+ 1 = 4och sa vidare.

Da foljer att om c &r storre dn ¢ sa nar vi ¢ genom upprikning fran a.

Ekvationen a + = = ¢ har alltsa 16sning om ¢ > « .

Enligt annulleringslagen har ekvationen hogst en 16sning. Talet x dr alltsa entydigt bestdmt.
Losningen till ekvationen a + = = c kallar vi ¢ — a.

Annorlunda uttryckt: ¢ — o dr det tal b som uppfyller att a + b = c¢. Da foljer alltsa att
a + (¢ — a) = c¢. Annulleringslagen gor det alltsé mdjligt att definiera subtraktionen ¢ — a om
¢ > a.

Vi sammanfattar resonemanget ovan i en rikneregel:
5. Omc > asagiller: b = ¢ — a < a+ b = ¢ (definition av subtraktion)

Ett mer konkret sitt att uttrycka sambandet &dr: 3 och 4 dr 7-kamrater, darfordr3+4 =7, 443 =
7, 7T—4=3,0ch7—-3=4.

Om vi kombinerar rikneregel 5 med kommutativa lagen sa ser vi att (7 —3) +3 = 7,7 — 3 &r
det tal som ger 7 da vi adderar 3. Generellt kan vi sdga att ¢ — a &r det tal som ger ¢ da vi adderar
a,alltsd (c —a) +a=c.
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Det #r frestande att motiveraregeln (c—a)+a = ¢ med féljande kalkyl: (c—a)+a = c+(a—a) =
c¢+0 = c. Da anvinder vi emellertid rdkneregler som vi dnnu inte har argument for, motiveringen
maste vara baserad pa subtraktionens definition.

Ocksa associativa lagen kan behova forklaras nagot. Addition &r ju definierad for rva tal. Vill vi
addera fler tal sa maste vi dnda addera tva i taget. Det skulle da kunna vara visentligt i vilken
ordning vi utfor additionerna. Associativa lagen siger att sa inte &r fallet.

Det dr naturligtvis viktigt att vi &dr tydliga med vad vi menar, annars kan det bli problem ldng-
re fram da subtraktion kommer in i bilden. For att precisera i vilken ordning additionerna skall
utféras anvénder vi parenteser, additionen inom parentes skall utforas forst, den har hogre pri-
oritet. Skrivsittet (a + b) + ¢ innebir saledes att forst skall a + b beréknas. Till denna summa
skall sedan adderas c. Skrivsittet a + (b + ¢) innebdr att b + ¢ skall berdknas forst, denna summa
skall sedan adderas till a. For att forenkla skrivarbetet har man ocksa bestimt att addition och
subtraktion har samma prioritet, multiplikation och division har samma prioritet, men hogre in
additionens. Dessutom har man en vénster — hdger prioritet, operationerna utfors i den ordning
man méter dem da man ldser fran vénster till hoger. Forst utfors alltsa alla operationer som star
inom parentes, sedan alla multiplikationer och divisioner i ordning fran vanster till hoger, sist
alla additioner och subtraktioner i ordning fran vanster till htger. En god regel ér att om det finns
minsta risk for missuppfattning sa skall parenteser infogas.

Ovning 4: Vi vet att riknelagarna giller, de ir mer eller mindre sjilvklara. Forklara och motivera
dem pa olika sitt och pa olika forstaelsenivaer. O

Vid enbart addition 4r, som vi konstaterat, parenteserna oviktiga, resultatet &r detsamma oavsett
additionernas ordning.

Om subtraktion ingar sa blir det helt annorlunda. D& kommer teckenregler in, regler som ofta
memoreras utan storre eftertanke: “minus-minus dr plus” som exempel. I sjdlva verket dr dessa
regler forhéllandevis enkla konsekvenser av rdknelagarna ovan.

6. Omb > csagillerra+ (b—c)=(a+b)—c
7.0ma > (b+c)sagillerra— (b+c¢)=(a—b) — ¢
8. Oma >bochb>csagillerra— (b—c)=(a—0b)+c
9.Oma+c>bochb>csagillerra— (b—c)=(a+¢)—b
(De olika villkoren, som: ”Om b > ¢ sa - - - ” finns med for att sikerstilla att subtraktionerna inte

kriver negativa tal. Reglerna &r, som ldsaren sikert vet, giltiga for alla reella tal utan inskrénk-
ningar. Vi aterkommer till dem ldngre fram.)

Exempel 1:
Vi undersoker hur regel sju kan hirledas fran reglerna ett — fem:
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For att forsta regeln kan vi forst undersoka ett specialfall: vi véljer till exempel ¢ = 13,0 = 5
ochc=3.Daidrb+ c = 8ocha > (b+ c) vilket dr kravet i regel sju, annars leder subtraktionen
till ett negativt tal.

Vi sitter sedan in talen dels i likhetens vinsterled, forkortas i fortsédttningen V.L., och dels 1
likhetens hogerled, forkortas H.L.

DafarviV.L. = a—(b+c¢) =13—(5+3) =13—8 =50ch H.L. = (a—b)—c = (13—5)—3 =
8 —3=05>.

Vi ser att regeln ger korrekt resultat i detta speciella fall. Vi kanske dnnu inte forstar varfor det
stimmer.

Nista steg dr att hitta pa en ridknesaga som speglar likheten 13 — (5 + 3) = (13 — 5) — 3:

”Lisa har 13 kronor i sin planbok. Hon gar in i en affir och koper en chokladkaka for 5 kronor
och en tablettask for 3 kronor. Hon far da betala 5+3 kronor. Kvar i planboken har hon 13 —
(5 + 3) kronor. Pelle har ocksd 13 kronor i sin planbok. Han gar in i samma affir och kiper
en chokladkaka for 5 kronor och betalar den. Kvar i planboken har han 13 — 5 kronor. Sedan
kommer han pa att han skall ha en tablettask ocksa. Den kostar 3 kronor och néir han betalt den
har han (13 — 5) — 3 kronor kvar i planboken. Sjiilvklart har Lisa och Pelle lika mycket kvar:
13-(5+3)=(13-5)—-3"

Efter detta bor ldsaren kénna sig ganska siker pa att regeln &r korrekt men fortfarande med en
viss skepsis.

Ett tredje steg dr att forsoka “lyfta” utrdkningarna i forsta steget till ett allméngiltigt argument
och forsoka se varfor vi far samma resultat i de tva kalkylerna.

Téank da pa att 13 - 8 = 5 eftersom 5+8 = 13. Vi adderar dérfor 8 till bada sidor:

V.L.+8= (13— (5+3)) +8= (13 — 8) + 8 = {regel 5} = 13. Den inskjutna kommentaren
syftar pa att den sista likheten motiveras av rikneregel 5.
HL+8=((13-5)—-3)+8=((13—-5)—3)+(3+5) = {lag3} = (((13—5)—3)+3)+5 =
{regel 5} = (13 —5) +5 = {regel 5} =13

Nu har vi funnit att V.L. + 8 = H.L. + 8 och kan slutligen anvinda annulleringslagen, lag 4,
somda geratt V.L. = H.L.

Slutligen generaliserar vi de senaste kalkylerna till ett algebraiskt argument for att sambandet
alltid géller. Vi noterar da att 13 var det virde vi gav a och 8 var b + ¢ da b var 5 och ¢ var 3. Vi
byter nu helt enkelt tillbaka i de senaste kalkylerna:

V.L.+ (b+c¢)=(a— (b+¢)) + (b+c) = {regel 5} = a.

HL +b+c¢)=((a—=b) —c)+(b+c) ={lag2} = ((a —b) —¢) + (c+ b) = {lag3} =
(((a=b) —c)+c)+b={regel 5} = (a — b) + b = {regel 5} = a

Viseratt V.L. 4+ (b+c¢) = H.L. + (b+ ¢). Annulleringslagen, lag 4, ger da att V.L. = H.L som
vi Onskade bevisa.

0
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Ovning 5: Riknereglerna sex, atta och nio kan bevisas pd samma sitt som regel sju bevisades i
exemplet ovan. Genomf6r samma typ av resonemang for minst en av dem, gérna for alla tre det
ar en bra 6vning. O

2.6 Riknelagar och rikneregler for multiplikation av naturliga tal

Ovning 6: Vilka av riknelagarna giller for multiplikation av naturliga tal? (Naturligtvis efter att
addition, +, ersatts av multiplikation, *, och viss annan modifiering.

Har reglerna 5 — 9 nagra motsvarigheter?

Finn en riknelag som handlar om samspelet mellan addition och multiplikation.

Hitta pa riknesagor som belyser riknelagarna. U



