Sats 2.5. Lat D vara en dppen, bagvis sammanhdangande delmangd till R™
och f € CY(D). Om Vf =0 éverallt i D, dd dr f en konstant funktion i D.

Bevis : Lat a,b vara tva godtyckliga punkter i D. Vi maste visa att
f(a) = f(b). Lat ¢ : [0,1] — D vara en kontinuerlig funktion sa att f(0) = a
och f(1) = b. Satt
si= sup {¢: f(a) = F($@)} 1)
t€[0,1]

Ty f ar kontinuerlig, f(¢(s)) = f(a) sa racker det att bevisa att s = 1.

Antag s < 1. Ty D é&r 6ppen, finns det € > 0 sa att B(¢(s),e) C D. Ty
¢ ar kontinuerlig, finns det § > 0 sa att ¢([s,s + J)) C B(a,e). Alltsa kan
man na fran ¢(s) varje punkt ¢(s+ §*), for §* < J, langs en bage som ligger
helt i D och bestar av dndliga manga steg, var och en parallell med en av de
koordinat axlerna. Eftersom Vf = 0, foljer det att f(¢(s + 6*)) = f(&(s))
for alla 6* < §. Men detta siger mot definitionen till s. g.e.d.

Sats 3.3. Ldt F(z,y) vara en C'-funktion och (a,b) en punkt pd nivikurvan
F(z,y)=C. Om
O by #0 )
Yy
sa finns det en dppen omgivning U av (a,b) sddan att restriktionen av
nivdkurvan till U implicit definierar en C'-funktion y = f(z).

BEVIS : Vi anviander den Invers Funktion satsen. Betrakta funktionen
G :R? - R? dir
G(z,y) == (z, F(z,y)).
G ar C! eftersom F ar. Vi har
0G10G9 0G90G; OF
det (Jac[G]) = — -
et (JaclG) or Oy dr Oy y

Alltsa, determinanten dr skild fran noll i punkten (a,b). Nu foljer det fran
den Invers Funktion satsen att det finns en omgivnign U av (a,b) dir G har
en C! invers, som vi nimner H. Det vill siga, G(U) ér en 6ppen mingd,
H:G(U) = R? ér C' och

H(z,F(z,y)) = (z,y) for alla (z,y) € U. (3)




Om vi inskrankar uppméarksamheten till nivakurvan (2), da sager (3) att

H(z,C) = (z,y) (4)

for alla x i en omgivning av a i R. Dvs, (4) definierar en C''-funktion y = f(z)
langs nivakurvan (2) i nirheten av (a,b). q.e.d.



