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Tensorer

Alla vektorrum ar reella.

DEFINITION 1 : Lat V vara ett vektorrum. Den dual till V ar méangden
av alla linjara avbildningar fran V till R.

Den dual till V' betecknas oftast som V* eller Hom(V,R).

Det ar klart att V* ar ocksa ett vektorrum, om vi definierar addition och
skalar multiplikation av avbildningar genom

(@+9)(v) := p(v) +9(v)  (ad)(v) := ad(v). (1)

Den fondamentala satsen om dual vektorrum ar foljande :

Sats. (i) Lat V vara ett andlig-dimensionellt vektorrum. Da ar V* ocksd andlig-
dimensionellt och dim(V') = dim(V™*).

(ii) Om {e1,...,en} Gr en bas till V, dd dr {w',...,w"} en bas till V*, ddr
den avbildningen W' definieras genom

P 4 . i 1, omz:]
w'(ej) = 65 ddr (5]-:{ 0 omif] (2)

ANMARKNING : Basen {w'} séigs vara dual till basen {e;}. Funktionen 4’
kallas for Kroneckers §-symbol.

BEVIS : Se, t. ex. [1], kap. 4.



ASIDE : EINSTEINS SUMMERING NOTATION FOR TENSORER

Foljande ar inte sd precis, men det kommer att forklara sig efter diskussio-
nen nere. Det finns tre regler i Einsteins notation :

(i) Summera 6ver repeterade indexer.

(ii) Néar en index ar repeterad tva ganger, da ar den en §vre index en gang
och en nedre index den andra gangen.

(iii) Ingen index repeteras fler &n tva ganger i ett uttryck.

EXEMPEL : Lat v € V, ett vektorrum med bas {ei,...,e,}. Vi skriver
v = o’e; for att indikera att talet o* dr den komponenten av v langs e;. Om
¢ € V*, da skriver vi ¢ = o;w’ for att indikera att ¢(e;) = «;.

END OF ASIDE

DEFINITION : Lat V,W vara andlig-dimensionella vektorrum med baser
{e1,..-,en} och {f1,..., fm} resp. Den tensor produkten VQ W av V och W
ar det vektorrum som spanns upp av alla symboler e; ® f; s att omv € V
och w e W da
e w— G def iz
v=a'e, w=Ffi=vew = oF e f;. (3)
Notera att dim(V ® W) = dim(V) x dim(W).

DEFINITION 3 : Lat r,s > 0 vara heltal. Lat V vara ett andlig-dimensionellt
vektorrum. En tensor av rang (r, s) med avseende pa V ar ett element av

y®...®v:®y*®...®vt

r ganger s ganger

Om {ei,...,e, } &r en bas till V med motsvarande dual bas {w?!,...,w"} till
V*, da kan en rang (r, s)-tensor T" skrivas som

T=T5 8" €, ® Qeq, QW' @ @, (4)

Om dessa baser ar kinnda och fixerada, da skriver man ofta T' = Tall_'_'_'ﬂ‘?.

ANMARKNING : En tensor av rang (0,0) kallas for en skaldr. En tensor
av rang (1,0) kallas for en vektor. En tensor av rang (o, s) kallas for en
s-form.



TILLAMPNING TILL DIFFERENTIELL GEOMETRI : TENSORFALT

Ett n-dimensionellt mangfalt ar ett topologist rum som ser ‘lokalt’ ut som
R"™ (fér en mer precis definition, se t.ex. [2], kap. 5). Det enklaskte ex-
emplet ar alltsd R™ sjalv. Till varje punkt p pa ett n-mangfalt M anslutas
ett n-dimensionellt vektorrum som kallas for det tangent rummet till M i p,
och betecknas T, M. Om vi véljer, for varje punkt p i ett oppet delmangd
2 C M, enrang (r, s)-tensor T' med avseende pa T, M, da far vi ett sa kallad
rang (r, s)-tensorfalt T pa . Man kan definiera precis vad det betyder for
ett sadant filt att vara C', C2,C® mm.

Den viktigaste typen av tensorfilt pa ett mangfilt ar en si kallad metrik.
Denna ér ett rang (0, 2)-falt som betecknas normalt med g = g;; och som
beskriver hur man méter avstand/lingd pa mangfiltet genom formulen

ds? = g;;dx'dx’. (5)

ExEMPEL (A) I R" utrustad med normaliserade rattvinkliga koordinator ar
gij = I, (enhetsmatris) och

ds® = (dz')> + --- + (dz™)? (Pythagoras). (6)
(B) Den enhetssfiren S? i rummet ér ett 2-dimensionellt mangfilt utrustad

med sfiriska koordinator ¢, 6. Da ar metriken g = ( (1) 511?2 é ) och

ds? = d¢? + sin® ¢ d6?. (7)

(C) Ispeciell relativitet, betraktar man ett 4-dimensionellt mangfilt utrustad
med lokala koordinator %, z,y, z och metriken

-2 000
0 1 00
0 0 0 1
sa att
ds® = —c2dt* + da® + dy? + d2°. (9)

Detta ar ett exempel av ett Lorentzian mangfalt.



Ett annat viktigt tensorfilt &r den sa kallade Riemann curvature tensor
R = Rj 5 som ar ‘closely related to’ den metrik tensoren (den innehaller
partiella derivator av g, men den precisa definitionen &r komplicerad).

DEFINITION : Om T &r en rang (r, s)-tensor, da far vi en ny rang (r—1, s—1)-
tensor genom att summera Gver ett par indexer i 7. Denna operation kallas
for kontraktion och kan betecknas symboliskt med

01 Q1
T 11...58 =T, 11...7...gs . (10)

EXEMPEL : Den sd kallade Ricci curvature tensoren R,g ar en kontraktion
av den Riemann curvature tensoren, namligen R,5 = le. En vidare kon-
traktion ger ett skaldr falt, den sa kallade skaldra curvature R = Rg.

ANMARKNING : I R", det Riemann curvature filtet ar identiskt noll (man
sager att R™ ar platt). Det Lorentzian mangfiltet i exempel (C) ovan ar
ocksa platt - detsamma galler varje mangfilt dir den metrik tensorfiltet ar
konstant. A andra sidan, pa sfaren S? har den skilara curvature det kon-
stanta vardet —1. Man sédger att sfiren har negativ curvature.

Allman relativitet kan sammanfattas med ekvationen
1
Raﬂ - §gaﬁR = Taﬂa (11)

som kallas for Finsteins ekvation. Har ar T,g en rang (0,2)-tensor som
kallas for den mass-energi tensoren och som beskriver distributionen av
mass-energi i universum (det finns nagonting liknande i elasticitet (mycket
vanlig klassisk fysik !), den sa kalllade stress-energi tensoren).

Alltsa borde (11) betraktas som en partiell diffekvation for metriken
g, eftersom de komponenterna av den Riemann curvature Rgvé innehaller
partiella derivator av de komponenterna av g.

Idéen bakom allmin relativitet ar att forklara gravitation genom att siga
att

(1) universum é&r ett 4-dimensionellt mangfilt (som kallas for spacetime).
(ii) den existens av mass-energi i detta mangfélt resulterar i curvature, en-
ligt (11).

(iii) ljus och material foljer kortaste bagar (teknisk term : geodesics) i detta
buktiga mangfalt. Notera att i ett butkigt mangfilt, en geodesic ar inte



normalt en rit linje (t.ex. pa sfiren, de geodesics ar cirkelbagar).

Maxwells ekvationer

Vi har redan sett (foreldsning 7) en av Maxwells ekvationer (i vakuum),
namligen

— —

V-E=2, (12)
€0

Som vi har redan diskuterat, illustrerar (12) hur den divergensen av ett
vektorfilt méter den ‘lokala produktionen’ av den material som resulterar i
faltet. Alltsa, den analogen till (12) for det magnetiska féltet &r

V-B=0. (13)

Ekv. (13) ar ekvivalent med den fysiska forutsattningen att det finns inga
magnetiska monopolar, dvs att for varje positiv (norr) pol finns det en
motsvarande negativ (sdder) pol av samma kraft. Hittills, har inga mag-
netiska, monopolar observerats.

For att skaffa de tva kvarstaende Maxwells ekvationerna, maste vi diskutera
nagra fysiska lag - Ampéres lag, Faradays lag och Laddning Konservation.

AMPERES LAG

Det observerades under 1700-talet att elektriska stromningar producerar
magnetiska filt. Biot och Savart pastod att om en stromning I floder i
en ledare, da bidragar varje riktad infinitesimal element dl av ledaren ett
magnetiskt filt dB som i en godtycklig punkt P ges av

dl x 7
42

dB = pol (Biot-Savart lag) (14)
dar 7 ar vektoren fran dl till P. Experimenter verifierade laget om den
fysiska konstanten pg har virdet 47 x 10~7 i SI enheter.

Amperes lag foljer fran Biot-Savart och sdger att, om - ar en slutan
kurva som begransar den ytan S da ar

fﬁ-dfzuo//f-ﬁds, (15)
¥ S



dar v ar orienterad som i formuleringen av Stokes’ sats och J ar den lokala
stromnings densiteten. Alltsa, sager laget att integralen av filtet kring ytan
ar lika med den totala stromningen som floder ut genom ytan. Men Stokes’

sats sager ocksa att
}{E-dﬁz//(ﬁxﬁ)-ﬁds. (16)
¥ S

D4 antyder (15) och (16) att
V x B = pod. (17)
FARADAYS LAG

Under 1800-talet observerade Faraday att om en magnet rors mot en cirkular

ledare, da floder en stromning i ledaren. Dessutom, det magnetiska filtet

som produceras av denna stromning forsoker repellera magneten. Eftersom

stromningen orsakas av och ar proportionell till en potential differens kring

ledaren (Ohms lag)! v d4 ledar Faradays observationer till foljande lag :
Om den slutna kurvan v begransar ytan S, da ar

j{E’-dﬁ
0l

Men Stokes’ sats sager att

ﬁﬁ-dv"://s(ﬁxﬁ)-ﬁds. (19)

Alltsa, antyder (18) och (19) att

—2// B.-ndS (Faradays lag). (18)
ot S

LADDNING KONSERVATION : KONTINUITETSEKVATION

Det finns manga sa kallade ‘konservations lag’ i fysik. Det ‘laget av kon-
servation av elektrisk laddning’ sidger att laddning kan varken skapas eller
forstoras, men bara ror sig omkring. Betrakta nu ett slutet omrade V,
begrinsad av ytan S, dar det finns elektriska stromningar. Kvantiteten

'"Hir &r jag lite imprecis. Det &r mer korrekt att siga att i nirvaro av varierande
magnetiska falt ar det elektriska faltet inte konservativt eftersom f*x E-di # 01 allmnhet

for slutna kurvor. I denna situation generaliserar vi Ohms lag I < V' till T fw E - dF.



I fsf - f dS maéter ‘the rate at which’ laddning fléder ut av V. Efter-
som ingen laddning skapas eller forstoras i V enligt det konservation laget,
d& maste vi ha att

Y )
//SJ-ndS— = (total laddning i V') = (%///Vpdv. (21)

Men Gauss’ divergens sats sager vidare att

//Sf-ﬁdszf//vﬁ-fdv. (22)

Alltsa, antyder (21) och (22) att

o5

vV-J+ —g =0 (Kontinuitetsekvation). (23)

Nu kommer vi antligen till Maxwells stora insikt. Han observerade att ekv.
(12), (13), (17), (20) och (23) var inte konsistenta (se PB, s.354-5) men att
detta problem kunde korrigeras om vi ersitter (17) med den nya ekvationen

—

E -
oeoﬁ + ,LLQJ. (24)

VxB=yu
Ekv. (24) har en klar fysisk tolkning som en motsats till Faradays lag,
dvs att varierande elektriska falt producerar magnetiska filt. Det var Hertz
som i 1887 (manga ar efter Maxwell skrev ner sina lag) gjorde den forsta
experiment som bekriftade Maxwells forutsigelse. Ekv. (24), tillsammans
med (12), (13) och (20) ar Maxwells lag. Har samlar vi ihop alla fyra lag :

v.E=".
€0
V-B=o0.
- -~ OB
VXxE=——.
% ot
. oF

— E -
V X :,U,()E()E +NOJ



ELEKTROMAGNETISKA VAGAR

Den vitkigaste konsekvensen av Maxwells teori adr att den foutsiger exis-
tensen av sa kallade elektromagnetiska vagar som sprider (i vakuum) med
en universellt konstant fart. For att visa detta, 1at oss betrakta den enklaste
situationen, dér det finns inga laddningar och strémningar (i det delomradet
till rymden dér vi befinner oss). Nu blir Maxwells ekvationer

V-E=0 (25)

V.-B=0. (26)
- - OB

BE=-_22 2
V x T (27)
. OE
VxB= MOGOE. (28)

Tillimpa operatoren ‘curl’ till bada sidor av (27) och antag att alla filt ar
C?. DA har vi att

— — — 6 — —
Vx(VxE):—a<VxB). (29)
Fran (25), (28) och (75) i foreldsning 8 kan vi skriva om (29) i formen
2 82 9\ - 10°E )
v s R I el . _ _ /2.
<8x2 + By? + 8z2> 29 dér ¢ = (uoeo) (30)

Denna ar den 3-dimensionella vag ekvationen vars losningar ar vigar som
sprider med fart ¢ (for att se detta i en dimension i stéllet for tre, ga till
PB, s. 77). I SI enheter &r

po = 4w x 1077 och € = 8.854 x 10712 = ¢ ~ 2.998 x 10% ms~ L.

Flera experimenter mot slutet av 1800-talet matte ljusets fart och alla fick
exakt samma varde ‘within experimental error’. Alltsa tillimpade alla
fornuftiga fysiker den ‘Ockhams rakhjuvel principen’ och drog slutsatsen att
ljus bestar av elektromagnetiska vagar. Men nu antydde Maxwells teori att
ljusets fart (i vakuum) var en universell konstant. Detta ledade omedelbart
till konsekvenser som direkt krinkade (violated) vanlig Newtonian fysik. En
16sning till dessa problem kom bara i 1905 med den nya teorin av Speciell
Relativitet.
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Den bok som anvinds I GUs differentiellgeometri kurs dr Do Carmo, Differ-
ential geometry of curves and surfaces. Denna bok koncentrerar speciellt
pa 1- och 2-dimensionella mangfilt. En annan bok pd ‘undergraduate’
niva (som har ett bra forord) ar J.A. Thorpe, Elementary topics in differ-
ential geometry (UTM series), Springer-Verlag. Den bibeln for diff. geom.,
som ar en ganska skrimmande 5-volym verk, ar Spivaks ‘A comprehensive
introduction to differential geometry’.

For allmén relativitet, den bibeln ar ‘Gravitation’, av Meisner, Thorne och
Wheeler. Denna bok borde inte lisas innan du har sett diff. geom. i en
matte kurs !



