MAN 030 : Hosten 99 (Del 2)
Inlamningsuppgift 1
(att ldmnas in senast 9/12/99)

F.1 For var och en av foljande integraler, skissera integrations omradet och
berdkna integralen :

( ) 1 1 1 i ( ) 2 \/gac( 9 2)3/2 i
a —d b + d .
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(En ledning till del (b) kan ges om du behdver den. Men forsoka att 16sa
den dig sjalv forst.)

F.2 Berakna

w/2 pcosz 0 V1-2z?
(a) / / 3y dydz  (b) / / 23y dy da.
0 0 —1/V2J—x

F.3 Lat R vara triangeln begrinsad av y = a (a > 0), y = ©/2 och y = =.
Berékna [ [, y2e¥” dz dy.

F.4 (a) Skissera omraden som begrinsas av 7, resp. o dir
m={(r0):r=1+sin0} o ={(r,0):r=sin26[}.

Din ritning borde forklara varfor det forsta omradet kallas for en cardioid
och den andra for en ros med fyra lovar.
(b) Berédkna areorna av de tva omraden.

F.5 Ange volymer av foljande omrade

(a) 6ver paraboloiden z = z? 4 y? och under planet z = z + y.
(b) mellan sadeln z = zy och konen z? = 22 +y? och 6ver den forsta kvarten



av skivan 22 +y? < 1.

F.6 Temperaturen i en punkt (z,y,z), y > 0, ar e™*/,/y. Berdkna den
medel temperaturen i omradet begrinsas av cylindern y = z2, och de
tva planen y = 1 och z = 2y.

(ObS' Ta,v = m fRTdV)
F.7 Los 6vning 8.21.

*F.8 Lat den homogena kroppen K av konstant densitet p ligga i omradet
Q. For en linje L i rummet, kroppens troghetsmoment runt P definieras som

Iy, d:ef///ﬂpr2 av. (1)

Berdkna Iy, i foljande situationer :

(a) K ar en cylindrisk skal (shell) av mass M med inre radie a, yttre radie
b och langd h. L &r rattvinklig med cylinders axeln och gir genom dess
masscentrum.

(b) K é&r en sfirisk skal av mass M med inre radie a och yttre radie b. L
ar en diameter.

(Svar : (a) M(a? +b% + ’g—z)/él, (b) 2M (b° — a®)/[5(b> — a?)).

F.9 (a) For vilka « konvergerar integralen [, y*e~*" dzdy dar R ir omradet
i det zy-planet mellan den positiva z-axeln och linjen y = x.
(b) Berédkna integralen for o = 1.

F. 10 Bevisa den Cauchy-Schwarz olikheten for integraler

b 2 b b
(/a f(z)g(z) dﬂU) < (/a f(z)? d:v) (/a g(z)? d;v) , (2)



genom att betrakta den dubbelintegralen [ [ [f(2)g(y) — f(y)g(z)]* dxdy,
dar A = [a,b] X [a, b].

*F. 11 Var skulle du placera tva punkter i den enhetskvadraten A for
att minimisera den medel avstandet fran en punkt i A till den narmaste av
dem.

F. 12 Berikna kurvintegralerna [, F - dF dir

F = (e®y,zsinmy), v = rat linje fran (0,0) till (1,1).

(b) F = (P:L—yg, —E), ¥ =71+ dar v = {(cos 2nt,sin27t) : 0 <t < i}
Y2 SRS

F = (e®siny,e?®cosy), 7 = rektangeln med vertices (0,0), (1,0),
(0,7/2), (1,7/2) med en positiv orientering.

(d) F = (2 — y3,y% + 23), v = forsta kvart av enhetscirkeln, moturs.

(e) F = ((mglg;Q)g, (szyQ)S), v = enhetscirkeln.

(f) F som i del (e), v = cirkeln av radie 1 med centrum i (2,2).
(g) F = (e®y, e® + 2y), v = kurvstycken z = 3 fran (0,0) till (1,1).

F.13 Berikna arean av omradet begrinsad av kurvan z = t(1 — ¢2), y =
21— foro<t<1.

*F.14 Bevisa foljande imponerande sats (c.f. Cauchy’s integral formul i
Komplex Analys) :

SATs : Lat f(x,y) vara harmonisk. Lat @ vara en godtycklig punkt och
lat C(Q,r) beteckna cirkeln av radie 7 med centrum i . D3 ar f(Q) =

— $cion | ds.

(Dvs, virdet av en harmonisk funktion i en punkt @ ar lika med medeln
av dess varde pa varje cirkel med centrum i Q).

Ledning : (1) Beteckna integralen med I(r) och visa att I(r) = % 02” f(r,0)do
for ett lamplig val av polara koordinator.



(2) Visa att % — V-, dér 7 ir enhetsnormalen ut av C(Q, r).
(3) Anvéand differentiation under integral tecken och Gauss’ sats for att visa
att I(r) ar en konstant funktion av r.

(4) Nu visa att I(r) = f(Q).

F.15 Verifiera resultatet av F.14 for f(z,y) = zy® — yz® och cirkeln av
radie 1 med centrum i (1,2).

F.16 Lat en laddning @) vara likformigt distribuerad i enhetsklotet S. Berdkna
det elektriska filtet E i en punkt (0,0,a), a > 1

(a) direkt, genom att berdkna den trippelintegralen

[] [t
47‘(’607‘3

dar 7 ar vektoren fran (z,y, z) till (0,0,a)

(b) via Gauss’ lag.
*(c) Berékna féltet i en punkt (0,0,a) dir a < 1.

Ledning : Anvand symmetrier.

F.17 Visa att V x (V x F) = V(V - F) — AF for varje C? vektorfilt

il
F' i rummet.

Fler 6vningar om materialen i kapitel 10 kommer senare (kanske!).

* betyder att Gvningen dr (enligt min asikt) lite svarare.



